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 แนวคิดของกระบวนการลิมิตเริ่มปรากฏในป  ค.ศ. 1680   โดย  เซอรไอแซก  นิวตัน   
และกอททฟรีด วิลเฮลม ไลบนิทซ  เนื่องมาจากการกําเนิดขึ้นของแคลคูลัส ทั้งสองตองการ 
เพื่อกําหนดแนวคิดของฟงกชันและแนวคิดของขนาดมากนอย  “  ใกลชิด ”  ของสิ่ง ๆ  หนึ่ง    
ในป   ค.ศ. 1748   เลออนฮารด  ออยเลอร  ไดอธิบายแนวคิดของลิมิต   แตยังไมรอบคอบ  
นําไปสูจํานวนที่เปนปญหาเกี่ยวกับลักษณะแนวคิดลิมิต  ในป  ค.ศ. 1821  ไอกูสแตง  ลุย 
โคชี  ไดใหนิยามและอางเหตุผลดวยความระมัดระวังมากกวาคนกอน  แตแนวคิดของลิมิต
ยังคงยากที่จะอธิบายใหเขาใจ   ตอมามีการกําหนดนิยามของลิมิตที่กระชับขึ้น  โดย  คารล 
ไวแยรสตราสส   ซึ่งนิยามลิมิตดังกลาวเปนสวนหนึ่งที่ใชในปจจุบัน 
 สําหรับเนื้อหาในบทนี้  จะกลาวถึงลิมิตของฟงกชัน  ทฤษฎีบทลิมิต  และสุดทาย 
จะเปนภาคขยายบางอยางของแนวคิดลิมิต 
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6.1 ลิมิตของฟงกชัน  (Limits  of  Function) 
 ในหัวขอนี้จะกลาวถึงแนวคิดเบ้ืองตนที่สําคัญของลิมิตฟงกชัน  โดยแนวคิดของฟงกชัน  f   
มีลิมิต   L  ท่ีจุด  c  จะเปนคา  f(x)  ที่ใกลชิดกับ   L  เม่ือ  x ใกลชิดกับ  c   
 ในการพิจารณาสําหรับแนวคิดของลิมิตฟงกชัน  f   ท่ีจุด  c   มีความจําเปนท่ี   f   จะนิยาม 
ท่ีจุดใกล  c   ไมจําเปนนิยามที่จุด  c   แตควรจะนิยามท่ีจุดใกลชิดเพียงพอกับ  c      
 6.1.1 ทบทวนความหมายและทฤษฎีบทเก่ียวกับจุดลิมิต 
    จากนิยามของจุดลิมิต (บทนิยาม 3.2.2)   “   สําหรับ  A  ⊆   และ  c ∈     
c   เปนจุดลิมิตของ  A  ก็ตอเมื่อ  แตละยานใกลเคียง  V  ของ  c  จะสอดคลองกับ    
(V\{c}) ∩ A  ≠  φ ”   อาจจะกลาวดังบทนิยาม 6.1.1   ตอไปนี ้
บทนิยาม  6.1.1  สําหรับ  A  ⊆   และ  c ∈      
 c    เปนจุดลิมิตของ  A   ก็ตอเม่ือ   สําหรับแตละ  δ  > 0   จะมี  x ∈ A   ซึ่ง  x  ≠  c    
 ท่ีทําให  δ<−cx  
 
 บทนิยาม 6.1.1   กลาวเปนความหมายของยานใกลเคียงดังนี้   
“  c  เปนจุดลิมิตของ  A   ก็ตอเม่ือ  แตละ δ  -  ยานใกลเคียง  )c(Vδ  =  (c - δ , c + δ )  ของ  c    
จะมีสมาชิกอยางนอยหนึ่งจุดของ  A   ท่ีแตกตางจาก  c   ”    เลือก  δ  =  0δ  > 0   เขียนกราฟได
ดังนี ้ 
 
 
 

 
 

รูปท่ี  6.1.1  :   c   เปนจุดลิมิตของ  A    
 

หมายเหตุ   6.1.1 จุด   c   อาจจะเปน หรือไมเปนสมาชิกของ   A   อยางไรก็ตามถึงแมวา  ถา   c   
 อยูใน  A   ก็ยังละเลยเม่ือกําลังตัดสินวา   c   เปนจุดลิมิตของ  A   หรือไม   เนื่องจากในการ

พิจารณา c  เปนจุดลิมิตของ  A   จะตองทราบวา  มีจุดใน )c(Vδ ∩ A  แตกตางจาก  c  
  สําหรับตัวอยาง   ถา   A   =  {1, 2}   ดังนั้น  จุด 1  ไมเปนจุดลิมิตของ  A    เนื่องจากเลือก    
  δ   =  

2
1    ทําใหยานใกลเคียงของ  1   ไมมีสมาชิกอยูใน  A   ท่ีแตกตางจาก  1   เชนเดียวกัน 

  สําหรับจุด  2    ดังนั้น   A    ไมมีจุดลิมิต 
 

 
 

           
        c                          
    มี  x ∈ A   ซึ่ง   x  ≠   c 

 
     c + 0δ   ( 

0δ  0δ  

) 
c - 0δ  
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ทฤษฎีบท  6.1.1  ให  A ⊆   และ  c ∈    
 c   เปนจุดลิมิตของ  A    ก็ตอเม่ือ  มีลําดับ  (an) ใน  A   ท่ีทําให    lim (an)  =  c    และ   
 an  ≠   c    ทุก   n ∈  
พิสูจน  (⇒) ถา   c   เปนจุดลิมิตของ  A    ดังนั้น   สําหรับ   n   ใด ๆ   ซึ่ง   n ∈  
     )

n
1(  -  ยานใกลเคียง 

n
1V (c)   จะมีอยางนอยหนึ่งจุด   an  ใน  A  ที่แตกตางจาก  c 

     ที่ทําให   
n
1ca n <−   

     จะไดวา    lim (an)   =   c 
  (⇐)   ถามีลําดับ  (an)  ใน   A\{c}  ซึ่ง   lim (an)  =  c 
     ดังนั้น   สําหรับ   δ   ใด ๆ  ซึ่ง   δ  > 0    จะมีจํานวนธรรมชาติ  K   ท่ีทําให 
     สําหรับทุกจํานวนธรรมชาติ  n   ถา  n ≥ K  แลว    an ∈ )c(Vδ  
     นั่นคือ   δ  -  ยานใกลเคียง )c(Vδ   ของ  c  มี  an  เปนสมาชิก  สําหรับทุก   n ≥ K 
     ซึ่งอยูใน  A    และแตกตางจาก    c                          
     เพราะฉะนั้น    c   เปนจุดลิมิตของ  A        
                     # 
อธิบายแนวคิดทฤษฎีบท  6.1.1   ประกอบรูปกราฟ 
(⇒)  ให   c ∈     ซึ่ง   c   เปนจุดลิมิตของ  A ⊆    สําหรับแตละ  n ∈   โดยท่ี  0

n
1

>

   เลือก  n  =   n0    เขียนรูปกราฟดังนี ้
 
 
 

 
 

รูปท่ี  6.1.2   :   c   เปนจุดลิมิตของ  A   
   
 จะไดวา 
   (1)  จะมี   an ∈A    ซึ่ง   an  ≠  c    โดยท่ี   an ∈ )c(V

0n
1  

   (2)  จาก  (1)   จะไดวา    
0

n n
1ca <−       

   เนื่องจาก  n0   เปนการเลือกใด ๆ   ดังนั้น  แตละ n   จะเขียนกราฟไดในทํานองเดียวกัน 

 
 

        
      c  
 )c(V

0n
1  

c - 
0n

1  c +
0n

1  
( ) 

0n
1  

0n
1  
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   จะไดวา    แตละ  n ∈    โดยท่ี  0
n
1

>   จะมี  an ∈ A, an  ≠  c   ท่ีทําให   

   
n
1ca n <−     ดังนั้น    lim (an)  =  c 

(⇐)  ให   lim (an)  =  c   ซึ่ง   an  ≠  c    ทุก   n ∈  
  สําหรับแตละ  δ  > 0   จะมี   k ∈     ท่ีทําใหสําหรับทุกจํานวนธรรมชาติ  n   
  ถา   n ≥ k    แลว   an ∈ )c(Vδ  
  เลือก  δ  =  0δ  > 0   เขียนรูปกราฟดังนี้ 
 
 
 

 
 

รูปท่ี  6.1.3   :   lim  an  =   c ,  an  ≠   c 
 
 

  สําหรับ   an  ≠  c     ทุก  n ∈    จะไดวา   0n ca δ<−  
  เนื่องจาก  0δ   เปนการเลือกใด ๆ     
  ดังนั้น  แตละ  δ  > 0   จะเขียนกราฟไดในทํานองเดียวกัน    
  จะไดวา    แตละ  δ  > 0   จะมี   an ∈ A  ซึ่ง  an  ≠  c   ท่ีทําให   δ<− ca n  
  เพราะนั้น   c   เปนจุดลิมิตของ   A          
                     #  
 ตัวอยางตอไปจะเนนจุดลิมิตของเซตท่ีอาจจะอยูหรือไมอยูในเซต 
ตัวอยาง  6.1.1     จงพิจารณาจุดลิมิตของเซตแตละขอตอไปนี ้ 
1.       สําหรับชวงเปด   A1   =   (0, 1)  
          ทุก ๆ  จุดของชวงปด  [0, 1]   เปนจุดลิมิตของ  A1 
          จะเห็นวา  จุด   0, 1   เปนจุดลิมิตของ  A1   แตไมอยูใน  A1 
 และทุกจุดของ  A1   เปนจุดลิมิตของ   A1 
2.       เซตจํากัด   ไมมีจุดลิมิต 
3.       เซตอนันต     ไมมีจุดลิมิต 
4.       A4   =   {

n
1 |   n ∈ }   มีเพียงจุด   0   เปนจุดลิมิต   ไมมีจุดใน  A4  เปนจุดลิมิตของ  A4 

 

 
 

                   
a1      a1      c                           a4 a3 

  ak           
 ต้ังแตพจนที่  k   จะอยูใน  )c(V

0δ         

  c - 0δ  c + 0δ  

0δ  
0δ  

( ) 
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5.      ถา   I   =  [0, 1]   แลว   A5  =  I ∩    ประกอบดวยจํานวนตรรกยะท้ังหมดใน   I    
 จากทฤษฎีบทความหนาแนนของจํานวนอตรรกยะใน     
 จะไดวา   ทุกจุดใน  I   เปนจุดลิมิตของ  A5            
                     # 
 6.1.2   ความหมายและทฤษฎีบทเบื้องตนลิมิตฟงกชัน 
    ขณะนี้จะนิยามลิมิตฟงกชัน  f   ท่ีจุด  c   สิ่งสําคัญท่ีอธิบายในบทนิยามนี้   คือ   
ไมจําเปนท่ี  f   จะนิยามที่   c   
บทนิยาม  6.1.2  สําหรับ   A ⊆   และ L∈   ให  c   เปนจุดลิมิตของ  A  และ  f :  A→  
 L   เปนลิมิต (limit)  ของ  f   ท่ี  c   ก็ตอเม่ือ  สําหรับแตละ ε  > 0   จะมี   δ  > 0   ที่ทําให    
 สําหรับทุก  x ∈ A   ถา   0 < δ<− cx     แลว   ε<− L)x(f  
หมายเหตุ   6.1.2 
 (1)   เนื่องจากคาของ  δ   ปกติขึ้นกับ   ε   ในบางครั้งจะเขียน  δ ( ε )    แทนท่ี  δ   
    เพ่ือเนนวาขึ้นอยูกับ   ε    
 (2)      อสมการ   0 < cx −    สมมูลกับคํากลาววา   x  ≠   c   
 (3)      ถา   L   เปนลิมิตของ  f   ท่ี  c  ดังนั้น  จะกลาววา  f  ลูเขาสู   L  ท่ี  c    
              จะเขียน    L  =  )x(flim

cx →
  หรือ   L  =  flim

cx →
    

              เหมือนกันกับคํากลาวท่ีวา  “  f(x)  เขาสู  L  ขณะท่ี   x   เขาสู   c  ”      
              เขียนแทนดวย     f(x) → L   ขณะท่ี    x → c 
 
ขอตกลง        ลักษณะรูปกราฟ   f    ที่จะใชประกอบการอธิบายตอไปจะเปนรูปท่ีสมมุติขึ้นเพ่ือ 
 จําลองแทนกราฟ   f  เทานั้น  (โดยขอเท็จจริง  รูปกราฟ  f  ขึ้นอยูกับการนิยามฟงกชันนั้น  ๆ)     
 อยางไรก็ตามไมวา  f   จะนิยามอยางไร  จะสนใจโดเมน   A   ท่ีเปนยานใกลเคียงของ 
 จุดลิมิต  c   โดยท่ีจุด  c  ฟงกชันอาจจะนิยามหรือไมก็ได 
     
 บทนิยามลิมิตของฟงกชันสามารถอธิบายไดเปนอยางดีในเทอมของยานใกลเคียง 
ถาเลือก  ε  = 0ε   และมี  δ  = 0δ > 0   ตามบทนิยาม 6.1.2   เขียนกราฟไดดังรูปท่ี 6.1.4 
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รูปท่ี 6.1.4  :   ลิมิตของ  f   ท่ี   c   คือ   L 
 

 เนื่องจาก   )c(Vδ    =   (c - δ , c + δ )  =  {x  |  δ<− cx }  อสมการ    0 < δ<− cx    
สมมูลกับคํากลาวท่ีวา   x ≠ c   และ  x  อยูใน δ - ยานใกลเคียง )c(Vδ  ของ c ในทํานองเดียวกัน    
อสมการ  ε<− L)x(f   สมมูลกับคํากลาวท่ีวา  f(x)   อยูใน   ε  -  ยานใกลเคียง  )L(Vε ของ  L  
และจากเง่ือนไขของยานใกลเคียงของบทนิยามลิมิต  จะไดวา  ถา  x ∈ (c - )c, δ+δ  แลว   
f(x)  ∈ ( L - )L, ε+ε     อยางไรก็ตาม  f (x)  ∈ ( L - )L, ε+ε   ไมจําเปนท่ี  x ∈ (c - )c, δ+δ  
ถาเลือก  ε  =  1ε  และมี  δ  =  1δ  ตามบทนิยาม 6.1.2    เขียนกราฟไดดังรูปท่ี 6.1.5 

รูปท่ี  6.1.5   :  f(x1 ) ∈ ( L - 1ε , L+ 1ε )   แต  x1 ∉ (c - 1δ , c + 1δ ) 

y  

0 c - 1δ  x 

L 

L - 1ε  

f L + 1ε  
f(x1) 

c + 1δ     

• 

x1 
) ( 

(  
)  

c • 

x 

y 

L 

)L(V
0ε  

0 

f 

( ) c 

(  
)  

 )c(V
0δ  
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หมายเหตุ  6.1.3 
 จากรูปท่ี 6.1.4    กราฟของ   f    มีลักษณะหลายรูปแบบขึ้นอยูกับการกําหนดฟงกชัน    
ไมจําเปนจะตองเปนลักษณะดังกลาว    ในบางครั้งการเขียนรูปจึงเขียนเฉพาะ ลักษณะการจับคู 
บนชวงยานใกลเคียง   ดังรูปที ่6.1.6 
 

ถาเลือก  ε  = 0ε   และมี  δ  = 0δ    ตามบทนิยาม 6.1.2   เขียนกราฟไดดังนี ้
  

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี  6.1.6   :   ลิมิตของ   f    ท่ี   c    คือ    L 
 

 แตอยางไรก็ตามทุกรูปแบบของกราฟ   การพิจารณาลิมิตของ   f    ท่ี   c   สามารถทําไดใน
ทํานองเดียวกัน    เพ่ือความสะดวกและใหเห็นรูปแบบฟงกชันชัดเจน   ในการพิจารณากราฟเมื่อ
กลาวถึงฟงกชันใด ๆ  ในท่ีนี้จะกําหนดใหรูปกราฟ  f   เปนลักษณะดังรูปท่ี  6.1.4 
 ถาลิมิตของ  f   ท่ี   c  ไมมีคา  จะกลาววา   f   ลูออกที่  c      อยางไรก็ตาม  สําหรับลิมิตของ 
f   ท่ี  c  มีคา    คา   L   ของลิมิตมีเพียงคาเดียว   ความเปนอยางเดียวนี้ ไมเปนสวนประกอบของ 
บทนิยามลิมิต  แตจะพิจารณาเปนทฤษฎีบทโดยเฉพาะ 
ทฤษฎีบท  6.1.2    ถา  f :  A→    และ   c  เปนจุดลิมิตของ  A   แลว   f   มีลิมิตท่ี   c  เพียงคาเดียว 
พิสูจน   สมมุติให  จํานวน  L  และ  L′   สอดคลองกับบทนิยาม 6.1.2 
   สําหรับ  ε   ใด ๆ  ซึ่ง   ε  > 0   จะมี   0)

2
( >
ε

δ   ที่ทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   

   ถา   0  <  )
2

(cx ε
δ<−    แลว   

2
L)x(f ε

<−   

   เชนเดียวกัน   จะมี  )
2

(ε
δ′  ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈A   ถา   0  <  )

2
(cx ε

δ′<−  แลว    

 
2

L)x(f ε
<′−    ให  δ   =   inf{ )

2
(,)

2
( ε

δ′ε
δ } 

f 

             c + 0δ  
  0δ  
      c 
  0δ  
             c - 0δ  
 

x y 

         L + 0ε  
 
              0ε  
          L 
              0ε  
 
         L - 0ε  

• 
• 

(  

)  
(  

)  
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 ดังนั้น   ถา   x ∈A   และ  0  < δ<− cx      
 โดยอสมการสามเหลี่ยมจะไดวา  ε=

ε
+

ε
<′−+−≤′−

22
L)x(f)x(fLLL  

 เนื่องจาก  ε  > 0   เปน  ε   ใด ๆ   โดยทฤษฎีบท 2.1.6    จะไดวา   L - L′  =  0 
 เพราะฉะนั้น      L  =   L′                   
                   # 

อธิบายแนวคิดทฤษฎีบท  6.1.2   ประกอบรูปกราฟ 
 สําหรับ   f   :  A  →    และ   c   เปนจุดลิมิตของ  A       
(1) ให   L   เปนลิมิตของ   f    ท่ี   c     ถาเลือก  ε  =  2

0ε   และมี  )
2

( 0ε
δ   ตามบทนิยาม 6.1.2 

เขียนกราฟไดดังนี ้  

      
รูปท่ี  6.1.7   :   f(x) →  L   ขณะท่ี   x  → c 

 
  

 จะไดวา   ถา  x ∈ )c()(V
2
0ε

δ
    แลว    f(x) ∈ )L()(V

2
0ε  

 
(2) ให   L′   เปนลิมิตของ   f    ท่ี   c   ถาเลือก  ε  =  2

0ε   และม ี )
2

( 0ε
δ′   ตามบทนิยาม 6.1.2  

           เขียนกราฟไดดังนี ้  
 
 

y 
          
    

x 

L 

)L(
)(

V
2
0ε

 

0 

f 

( ) 

(  
)  

c 
)c()(V

2
0ε

δ
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รูปท่ี  6.1.8   :   f(x) →  L′   ขณะท่ี   x  → c 
 

 จะไดวา   ถา  x ∈ )c()(V
2
0ε

δ′
    แลว    f(x) ∈ )L()(V

2
0

′ε  
 

(3) จาก   (1)  และ (2)    เลือก   δ   =   inf { })(,)( 2
0

2
0 ε

δ′ε
δ  

 ดังนั้น   ถา   x ∈ [ )c()(V
2
0ε

δ
∩ )c()(V

2
0ε

δ′
]   แลว   f(x) ∈ [ )L()(V

2
0ε ∩ )L()(V

2
0

′ε ] 

 นั่นคือ    L   และ  L′   อยูใน  )L()(V
2
0ε ∩ )L()(V

2
0

′ε      จะไดระยะทางระหวาง   L   และ   

 L′    นอยกวา  0ε      เนื่องจาก   2
0ε   เปนการเลือกใด ๆ   ดังนั้น  แตละ  ε    จะเขียนกราฟ 

 ไดในทํานองเดียวกัน    แตละ  ε  > 0   จะไดระยะทางระหวาง   L   และ  L′    นอยกวา  ε  
 โดยทฤษฎีบท 2.1.6  จะไดวา  L - L′  =  0    ดังนั้น     L  =  L′     เขียนรูปกราฟไดดังนี ้

y 

x 

L′ 

0 

f 

c 
)c()(V

2
0ε

δ′
 

) ( 

(  
)  )L()(V

2
0

′ε  

f(x) 

)L(V
2
0ε  

x 

L′= L 

0 

f 

)c(
)(

V
2
0ε

δ
 )L(V

2
0

′ε  

(     (                   )       ) 

   (      (       )     )  

c )c()(V
2
0ε

δ′
 

 6.1.9  :   f   มีลิมิตท่ี  c   เพียงคาเดียว 
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ทฤษฎีบท  6.1.3    ให   f :  A→    และ   c  เปนจุดลิมิตของ  A 
 ดังนั้นขอความตอไปนี้สมมูลกัน 
 (1)  flim

cx →
 =   L 

 (2)  สําหรับ  ε  -  ยานใกลเคียง  )L(Vε   ของ  L  จะมี  δ - ยานใกลเคียง  )c(Vδ   ของ  c 
          ท่ีทําใหสําหรับทุก  x  ≠ c   ถา  x ∈ )c(Vδ ∩ A  แลว  f(x) ∈ )L(Vε   
พิสูจน    โดยใชบทนิยาม 6.1.2   ก็จะไดตามตองการ    
                     # 
ตัวอยาง  6.1.2 
1.       สําหรับ  b   เปนคาคงตัวใด ๆ   จงแสดงวา   blim

cx →
 =  b 

วิธีทํา   ให   f(x)  =  b   สําหรับทุก   x ∈     จะตองแสดงวา   blim
cx →

  =   b 
 สําหรับ  ε  > 0   ให   δ  =  1    ดังนั้น   ถา   0 < 1cx <−    จะมี 
  ε<=−=− 0bbb)x(f  
 เนื่องจาก   ε  > 0   เปน   ε   ใด ๆ      
 โดยบทนิยาม 6.1.2    จะไดวา   flim

cx →
 =   b                           

2.       จงแสดงวา   xlim
cx →

 =  c 
วิธีทํา   ให    g(x)  =   x    ทุก   x ∈  
   ถา   ε  > 0   เลือก   )(εδ  =  ε     ดังนั้น  ถา   )(cx0 εδ<−<  จะมี 
    ε<−=− cxc)x(g     

 เนื่องจาก    ε  > 0   เปน   ε   ใด ๆ      
 โดยบทนิยาม 6.1.2    จะไดวา   glim

cx →
  =   c                                  

3.     จงแสดงวา   2

cx
xlim

→
  =   c2   

วิธีทํา   ให    h(x)   =   x2     ทุก  x ∈  
   จะตองแสดงวา    ε<−=− 222 cxc)x(h      ซึ่ง   ε  > 0    โดยการทํา  x    

 ใกลชิดกับ   c   เพียงพอ     พิจารณา   x2 - c2  =   (x + c)(x - c) 
 ถา   1cx <−   แลว   1cx +≤   จะไดวา    ≤+ cx  1c2cx +≤+      
 ดังนั้น   ถา   1cx <−    จะไดวา     
  cx)1c2(cxcxcx 22 −+≤−+=−      ……………….(6.1.1) 
 และเทอมดานขวาของอสมการ (6.1.1)  จะนอยกวา ε    ถาให     

1c2
cx

+
ε

<−  
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 ดังนั้น   ถาเลือก  )(εδ  =   inf {1,
1c2 +

ε } 

 สําหรับ   0  < )(cx εδ<−    จะไดวา  1cx <−    นั่นคือ   อสมการ (6.1.1)   
 สมเหตุสมผล  และเนื่องจาก   

1c2
cx

+
ε

<−         

 ดังนั้น  ε<−+≤− cx)1c2(cx 22    
 เนื่องจาก   แตละ  ε  > 0   จะมี   )(εδ  =   inf{1,

1c2 +
ε }  >  0    ท่ีทําให   ทุก  x ∈  

 ถา     0  < )(cx εδ<−    แลว   ε<− 22 cx  
 เพราะฉะนั้น    hlim

cx →
  =   2

cx
xlim

→
  =   c2                            

4.      จงแสดงวา   
c
1

x
1lim

cx
=

→
    ถา   c > 0 

วิธีทํา   ให   )x(ϕ   =   
x
1     สําหรับ   x > 0   และให   c > 0 

   เพ่ือแสดงวา   
c
1lim

cx
=ϕ

→
    จะพิจารณาผลตาง  ε<−=−ϕ

c
1

x
1

c
1)x(    

   ซึ่ง ε  > 0     โดยการทํา   x   ใกลชิดกับ   c > 0   เพียงพอ 
   ขั้นแรกพิจารณา   

c
1

x
1

−   =   cx
cx
1)xc(

cx
1

−=−    สําหรับ   x > 0 

   ซึ่งจะไดขอบเขตบนสําหรับเทอม
cx
1  เปนจริง ในบางยานใกลเคียงของ  c 

   โดยเฉพาะอยางยิ่ง   ถา  c
2
1cx <−    แลว   c

2
3xc

2
1

<<  

   ดังนั้น   0  <  2c
2

cx
1

<     สําหรับ   c
2
1cx <−  

   ดังนั้น   สําหรับคาของ  x   ดังกลาว  จะมี 
    cx

c
2

c
1)x( 2 −≤−ϕ           ……………………….  (6.1.2) 

   เพ่ือจะทําเทอมดานขวาของอสมการนอยกวา  ε    เปนการเพียงพอท่ีจะให   
    ε<− 2c

2
1cx    

   ดังนั้น   ถาเลือก   )(εδ  =   inf { ε2c
2
1,c

2
1 } 

   สําหรับ    0 < )(cx εδ<−     จะไดวา    c
2
1cx <−  

   นั่นคือ   อสมการ (6.1.2)   สมเหตุสมผล   และเนื่องจาก   ε<− 2c
2
1cx  

   ดังนั้น    ε<−=−ϕ
c
1

x
1

c
1)x(   
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   เนื่องจาก   แตละ  ε  > 0   จะมี   )(εδ  =   inf { ε2c
2
1,c

2
1 }  >  0    ท่ีทําให  ทุก  x ∈  

   ถา   0 < )(cx εδ<−    แลว   ε<−
c
1

x
1  

   เพราะฉะนั้น     
c
1lim

cx
=ϕ

→
                              

5.    จงแสดงวา   
5
4

1x
4xlim 2

3

2x
=

+
−

→
 

วิธีทํา   ให     
1x
4x)x( 2

3

+
−

=ϕ      สําหรับ   x ∈  

   ดังนั้น   พิจารณาการคํานวณทางพีชคณิต   

   ให     2x
)1x(5

12x6x5

)1x(5

24x4x5

5
4)x( 2

2

2

23

−⋅
+

++
=

+

−−
=−ϕ  

   เพ่ือจะไดขอบเขตบนของสัมประสิทธิ ์ 2x −   จะแทน  x  โดยเงื่อนไข  1 < x < 3 
   (เนื่องจาก   x → 2 )    นั่นคือ   เราไดวา   2x −  < 1 
   สําหรับ   x   ในชวงนี้   จะมี   5x2 + 6x + 12   ≤   5(32) + 6(3) + 12   =   75  และ 
   5(x2 + 1)  ≥  5(1 + 1)  =  10       นั่นคือ   2x

2
152x

10
75

5
4)x( −=−≤−ϕ   

   ขณะนี้   สําหรับ   ε  > 0   จะเลือก   )(εδ  =   inf{ ε
15
2,1 } 

   ดังนั้น   ถา   0  <  )(2x εδ<−  จะไดวา    ε<−≤−ϕ 2x
2

15
5
4)x(   

   เนื่องจาก   ε  > 0    เปน  ε   ใด ๆ     

   เพราะฉะนั้น     
5
4

1x
4xlim 2

3

2x
=

+
−

→
                             

                     # 
 6.1.3    เกณฑโดยลําดับสําหรับลิมิตฟงกชัน 
     ตอไปเปนกฎเกณฑท่ีสําคัญของลิมิตฟงกชันในเทอมของลิมิตลําดับ    เพื่อประยุกต
ในการศึกษาลิมิตของฟงกชัน 
ทฤษฎีบท  6.1.4  เกณฑโดยลําดับ (Sequential  Criterion) 
 ให   f  :  A→    และ   c  เปนจุดลิมิตของ  A 
 ดังนั้นขอความตอไปนี้สมมูลกัน 
 (1)  flim

cx →
  =   L 

 (2)  สําหรับแตละลําดับ  (xn)   ใน  A  ซึ่ง   xn  ≠  c   ทุกจํานวนธรรมชาติ  n     
    ถา   (xn)   ลูเขาสู   c    แลว   ลําดับ  (f(xn))   ลูเขาสู   L 
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พิสูจน  (1)⇒(2)     
    สมมุติ  f   มีลิมิต  L ท่ี  c  และ (xn)   เปนลําดับใน A  ซึ่ง  lim (xn)  =  c  และ  xn ≠ c   
    ทุก  n ∈    จะแสดงวา   ลําดับ  (f(xn))   ลูเขาสู   L 
    ให   ε  > 0    ดังนั้น  โดยบทนิยาม 6.1.2   จะมี   δ  > 0   ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   
    ถา   0  <  δ<− cx    แลว   ε<− L)x(f  

  เนื่องจาก   lim (xn)  =  c    และ  δ  > 0      
  ดังนั้น   จะมีจํานวนธรรมชาติ  K( δ )    ท่ีทําใหสําหรับทุกจํานวนธรรมชาติ  n     
  ถา    n  ≥  K ( δ )   แลว   δ<− cx n     

    เนื่องจาก   xn  ≠  c    จะไดวา    0  <  δ<− cx n     
    จะไดวา   สําหรับแตละ xn    จะมี  ε<− L)x(f n      
    นั่นคือ   ถา   n  ≥  K( δ )   แลว   ε<− L)x(f n   
    เพราะฉะนั้น    ลําดับ  (f(xn))   ลูเขาสู   L 

(2)⇒(1)   
  สมมุติวา    Lflim

cx
≠

→
 

  ดังนั้น  จะมี  0ε  > 0   สําหรับแตละ δ  > 0   จะมี   δx ∈ A  ซึ่ง   0  <  δ<−δ cx  
  แต   0L)x(f ε≥−δ   ดังนั้น   ทุกจํานวนธรรมชาติ  n   จะมี   xn ∈ A   
  ซึ่ง   0  <  

n
1cx n <−    และ  0n L)x(f ε≥−  

  จากสมมุติฐานของบทกลับ  เรามี   ลําดับ   (f(xn))   ลูเขาสู   L    
  ดังนั้น   จะมีจํานวนธรรมชาติ  K   ท่ีทําใหสําหรับทุกจํานวนธรรมชาติ  n 
  ถา    n  ≥  K    แลว   0n L)x(f ε<−     ซึ่งเกิดขอขัดแยง 
  ดังนั้น    Lflim

cx
≠

→
    จึงเปนไปไมได 

  เพราะฉะนั้น     Lflim
cx

=
→

                    
                   # 
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 จากทฤษฎีบท 6.1.4   ถาเลือก  ε  = 0ε   และมี  δ  = 0δ  ตามบทนิยาม 6.1.2  เขียนกราฟไดดังนี ้
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี  6.1.10  :   Lflim
cx

=
→

   สมมูลกับ  ถา  (xn) → c  แลว  (f(xn)) → L  

 
  
 6.1.4   เกณฑการลูออกสําหรับลิมิตฟงกชัน 
    เพ่ือแสดงขอ (1)   ในทฤษฎีบท 6.1.4   วา  ไมมีจํานวนท่ีแนนอนเปนลิมิตของฟงกชัน
ท่ีจุดใดจุดหนึ่ง  หรือขอ (2)  ฟงกชันไมมีลิมิตของจุด   จะไดโดยการนิเสธทฤษฎีบท 6.1.4    
ดังทฤษฎีบท 6.1.5   
ทฤษฎีบท  6.1.5  เกณฑการลูออก  (Divergence  Criteria) 
 ให   A  ⊆  ,   f  :   A →    และ  c ∈    เปนจุดลิมิตของ  A 
 (1)      สําหรับ    L ∈    ดังนั้น   f   ไมมีลิมิต  L   ที่   c   ก็ตอเม่ือ  มีลําดับ (xn)  ใน   A   ซึ่ง 
            xn  ≠  c   ทุก  n ∈    ที่ทําให  ลําดับ (xn)   ลูเขาสู  c   แตลําดับ  (f(xn))   ไมลูเขาสู  L 
 (2)      ฟงกชัน   f   ไมมีลิมิตท่ี   c   ก็ตอเม่ือ  มีลําดับ (xn)  ใน  A   ซึ่ง   xn  ≠  c   ทุก  n ∈     
    ท่ีทําให   ลําดับ  (xn)   ลูเขาสู   c   แตลําดับ  (f(xn))   ไมลูเขาใน    
พิสูจน   โดยนิเสธทฤษฎีบท 6.1.4   จะไดตามตองการ       
                    # 

 

x 

L+ 0ε  

0 

f 

L - 0ε  
(f(xn)) 

c - 0δ  c + 0δ  

xn  ≠  c 

L 

(                         )  

 

f(x) 

 (                                 ) c 
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 ตอไปจะใหการประยุกตบางอยางของทฤษฎีบท 6.1.5  เพ่ือแสดงวิธีการท่ีสามารถนําไปใช 
ตัวอยาง  6.1.3 
1.       จงแสดงวา   

x
1lim

0x →
   ไมมีคา 

วิธีทํา   ใหลําดับ (xn)  ซึ่ง  xn  =  
n
1   สําหรับ   n ∈      

 ดังนั้น   lim  (xn)  =  0   และ  xn  ≠  0   ทุก  n ∈     แต   )x( nϕ  =   n
)n

1(
1

=     

 จะไดวา   ลําดับ   ( )x( nϕ )   =   (n)    ไมลูเขาใน       เนื่องจาก  ไมมีขอบเขต 
 โดยทฤษฎีบท 6.1.5(2)   จะไดวา    

x
1lim

0x →
   ไมมีคา                  

2.       จงแสดงวา   xsgnlim
0x →

   ไมมีคา 
วิธีทํา   ใหฟงกชันซิกนัม (signum  function)   กําหนดโดย 

   








<−
=
>+

=
0x;1
0x;0
0x;1

xsgn  

   sgn x   =   
x
x     สําหรับ   x  ≠  0     ดังรูปท่ี 6.1.11 

 
 
                                                                
 
                                                                         
 
 

รูปท่ี  6.1.11  :   ฟงกชันซิกนัม 
   

   จะแสดงวา   sgn   ไมมีลิมิตท่ี   x  =  0 
   จะทําโดยการแสดงวา   มีลําดบั (xn)   โดยท่ี   lim  (xn)  =  0   แต  (sgn (xn))  ไมลูเขา 

   ให   xn   =   
n

)1( n−     สําหรับ   n ∈  

   ดังนั้น    lim (xn)   =   0    อยางไรก็ตาม  เนื่องจาก   sgn (xn)   =   (-1)n   สําหรับ  n ∈  
   โดยตัวอยาง 4.4.3(1)   เราไดวา    (sgn (xn))   ไมลูเขา 
   เพราะฉะนั้น    xsgnlim

0x →
   ไมมีคา                            

• 

1   ( 

)  -1 
0 
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3.     จงแสดงวา   
x
1sinlim

0x →
   ไมมีคา 

วิธีทํา   ให   g(x)   =   sin 
x
1     สําหรับ   x  ≠  0    ดังรูปท่ี 6.1.12 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปท่ี 6.1.12  :  ฟงกชัน   g(x)   =   sin 
x
1 ,  ( x  ≠  0  ) 

 

   จะแสดงวา   g   ไมมีลิมิตท่ี   c  =  0    
   สมมุต ิ g   มีลิมิตท่ี  c  =  0   นั่นคือให   

x
1sinlim

0x →
  =  L 

    สําหรับทุก  n ∈     ให   xn  =   
πn

1   และ   yn   =   ( n2
2
1

π+π )- 1   

   เนื่องจาก     sin t  =  0    ถา   t  =  nπ    สําหรับ   n ∈    และ  sin t  =  +1    
   ถา   t  =  n2

2
1

π+π    สําหรับ   n ∈    

   ดังนั้น   lim (xn)  =  0   และ  lim (yn)   =   0    โดยท่ี   xn  ≠ 0   และ  yn  ≠ 0    
   โดยทฤษฎีบท  6.1.4   จะไดวา   L  =  

n
n x

1sinlim
∞→

 =  0)n(sinlim
n

=π
∞→

 

   และ   L  =  
n

n y
1sinlim

∞→
 =  1)n2

2
(sinlim

n
=π+

π
∞→

    นั่นคือ  เกิดขอขัดแยง 

   ดังนั้น   g   ไมมีลิมิต  L  ท่ี  c  =  0 
   เนื่องจาก   L   เปนจํานวนจริงใด ๆ    จะไดวา   g   ไมมีลิมิตที่  c  =  0 
   โดยทฤษฎีบท  6.1.5(2)   จะไดวา   

x
1sinlim

0x →
   ไมมีคา    

                     # 
 
 

x 

y 
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สรุปแนวคิดลิมิตของฟงกชัน 
1. สําหรับ  A  ⊆   และ  c ∈      
 c   เปนจุดลิมิตของ  A   ก็ตอเม่ือ   สําหรับแตละ  δ  > 0    จะมี  x ∈A  ซึ่ง  x  ≠ c    
 ท่ีทําให    δ<− cx  
2. c ∈   เปนจุดลิมิตของ   A  ⊆    ก็ตอเม่ือ  มีลําดับ (an)  ใน  A  
 ท่ีทําให    lim  (an)   =   c    และ   an  ≠   c    ทุก   n ∈  
3. สําหรับ   A ⊆   และ L ∈    ให  c   เปนจุดลิมิตของ  A   และ  f :  A→  
 L   เปนลิมิตของ   f   ท่ี  c     ก็ตอเม่ือ  สําหรับ   ε   ใด ๆ  ซึ่ง   ε  > 0   จะมี   δ  > 0    
 ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   0  <  δ<− cx     แลว   ε<− L)x(f  
4. ถา   f :  A→    และ   c  เปนจุดลิมิตของ  A     แลว   f   มีลิมิตท่ี   c  เพียงคาเดียว  
5. ให   f :  A→    และ   c  เปนจุดลิมิตของ  A 
 ดังนั้นขอความตอไปนี้สมมูลกัน 
 (1)  flim

cx →
  =   L 

 (2)  สําหรับ  ε  -  ยานใกลเคียง  )L(Vε   ของ  L  จะมี  δ  -  ยานใกลเคียง )c(Vδ   ของ  c 
          ท่ีทําใหสําหรับทุก  x  ≠ c   ถา   x ∈ )c(Vδ ∩ A  แลว  f(x) ∈ )L(Vε  
6. ให   f :  A→    และ   c  เปนจุดลิมิตของ  A 
 ดังนั้นขอความตอไปนี้สมมูลกัน 
 (1)  flim

cx →
  =   L 

 (2)  สําหรับแตละลําดับ  (xn)   ใน  A  ซึ่ง   xn  ≠  c   ทุกจํานวนธรรมชาติ  n     
    ถา   (xn)   ลูเขาสู   c    แลว   ลําดับ  (f(xn))   ลูเขาสู   L 
7. ให   A  ⊆ ,   f  :   A →    และ   c ∈    เปนจุดลิมิตของ  A 
 7.1      สําหรับ    L ∈    ดังนั้น   f   ไมมีลิมิต  L  ท่ี   c   ก็ตอเม่ือ   มีลําดับ (xn)  ใน   A   ซึ่ง 
            xn  ≠  c   ทุก  n ∈    ที่ทําให   ลําดับ (xn)   ลูเขาสู   c  แตลําดับ  (f(xn))  ไมลูเขาสู  L 
 7.2      ฟงกชัน   f   ไมมีลิมิตท่ี   c   ก็ตอเม่ือ   มีลําดับ (xn)  ใน  A   ซึ่ง   xn  ≠  c    
    ทุก  n ∈    ที่ทําให   ลําดับ  (xn)   ลูเขาสู   c   แตลําดับ  (f(xn))   ไมลูเขาใน    
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แบบฝกหัด  6.1 
 

1.      ให    c   เปนจุดลิมิตของ  A ⊆   และ  f  :  A →  
         จงพิสูจนวา    )x(flim

cx →
  =   L    ก็ตอเมื่อ    0L)x(flim

cx
=−

→
 

2.      ให   f  :  →     และ  c ∈   
         จงแสดงวา     )x(flim

cx →
  =   L    ก็ตอเม่ือ    L)cx(flim

0x
=+

→
  

3.      ให   I  =  (0, a)   ซึ่ง   a > 0    และ   g(x)  =   x2   สําหรับ   x ∈ I 
         สําหรับจุด   x, c  ใด ๆ   ซึ่ง   x,  c  ∈ I    จงแสดงวา 
 3.1     cxa2c)x(g 2 −≤−   
 3.2   ใชอสมการในขอ 3.1   เพ่ือพิสูจนวา   2

cx
xlim

→
  =   c2    สําหรับ   c ∈ I 

4.      ให   I    เปนชวงใน    ,   f  :  I →    และ   c ∈ I 
         สมมุติวา   มีคาคงตัว   K  และ  L  โดยท่ี   cxKL)x(f −≤−     สําหรับ   x ∈ I 
         จงแสดงวา    flim

cx →
 =   L   

5.      จงแสดงวา    3

cx
xlim

→
  =   c3    สําหรับ   c ∈  

6.      จงแสดงวา    xlim
cx →

  =   c     สําหรับ   c > 0 
7.      ใชบทนิยาม 6.1.2   หรือเกณฑโดยลําดับสําหรับลิมิต   เพื่ออธิบายลิมิตตอไปนี ้
 7.1       1

x1
1lim

2x
−=

−→
     

 7.2  
2
1

x1
xlim

1x
=

+→
 

 7.3      0
x

xlim
2

0x
=

→
     

 7.4  
2
1

1x
1xxlim

2

1x
=

+
+−

→
 

8.     ใชบทนิยามของลิมิต เพ่ือแสดงวา 
 8.1      12)x4x(lim 2

2x
=+

→
     

 8.2      4
3x2

5xlim
1x

=
+

+
−→
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9.      จงแสดงวาลิมิตตอไปนี้   ไมมีคา 
 9.1      20x x

1lim
→

 สําหรับ   x > 0   

 9.2      
x

1lim
0x →

   สําหรับ   x > 0 

 9.3      )xsgnx(lim
0x

+
→

    

 9.4      20x x
1sinlim

→
 

10.      สมมุติ   f  :   →    มีลิมิต   L  ท่ี   0    และ   a > 0 
           ถา   g  :   →    นิยามโดย  g(x)   =   f(ax)   สําหรับ   x ∈  
           จงแสดงวา   )x(glim

0x →
 =  L     

11.      ให   c ∈    และ  f   :   →    โดยที่   2

cx
))x(f(lim

→
  =   L     

 11.1 จงแสดงวา    ถา   L  =  0    แลว    )x(flim
cx →

  =   0 
 11.2 จงยกตัวอยาง   ถา   L  ≠  0    แลว   f   จะไมมีลิมิตท่ี   c 
12.      ให   f  :    →      นิยามโดย 

   f(x)  =   




0
x    

 12.1 จงแสดงวา    f   มีลิมิตที่   x  =  0 
 12.2 ใชการอางเหตุผลโดยลําดับ   เพ่ือแสดงวา   ถา  c  ≠  0  แลว  f  ไมมีลิมิตท่ี  c 
13.      ให    f  :    →  ,  I   เปนชวงเปดใน      และ   c ∈ I    
           ถา   f1   เปนฟงกชันกํากัดของ   f   เทียบกับ   I 
           จงแสดงวา    f1   มีลิมิตท่ี  c   ก็ตอเม่ือ   f   มีลมิิตท่ี  c  และลิมิตมีคาเทากัน 
14.      ให    f  :    →  ,  J   เปนชวงปดใน      และ   c ∈ J    
         ถา   f 2   เปนฟงกชันกํากัดของ   f   เทียบกับ   J 
 จงแสดงวา     
 14.1 ถา   f    มีลิมิตท่ี  c   แลว   f2    มีลิมิตท่ี  c 
 14.2 จงยกตัวอยางขอความตอไปนี้ไมจริง   
                 “   ถา   f2   มีลิมิตท่ี  c   แลว   f   มีลิมิตท่ี c  ” 

;     x ∈  
 ;     x ∈ \  
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f 

)c(VA
0δ∩  

) 

M 
y  =  f(x) 

) 

รูปที่  6.2.1 :  M)x(f ≤  ทุก  x ∈ A ∩ )c(V
0δ  

 

6.2 ทฤษฎีบทลิมิต  (Limit  Theorems) 
 ขณะนี้ไดผลท่ีจะนํามาใชประโยชนในการคํานวณลิมิตของฟงกชัน   โดยผลเหลานี้อยูใน
แนวเดียวกันกับทฤษฎีบทลิมิตสําหรับลําดับท่ีสรางขึ้นในหัวขอ 4.2   โดยขอเท็จจริงผลดังกลาว
ท้ังหมดสามารถพิสูจนโดยใชทฤษฎีบท 6.1.4   และผลจากหัวขอ 4.2      
 อยางไรก็ตามอีกวิธีการหนึ่ง  ผลในหัวขอนี้สามารถพิสูจนโดยใช  การอางเหตุผล  ε  และ δ    
ท่ีคลายคลึงกับท่ีใชในหัวขอ 4.2 
 6.2.1  ความหมายและทฤษฎีบทฟงกชันท่ีมีขอบเขต  
บทนิยาม  6.2.1    สําหรับ   A ⊆    ให   f  :  A →   และ  c ∈    เปนจุดลิมิตของ A 
 f   มีขอบเขต  บนยานใกลเคียง   ก็ตอเม่ือ  มี  δ -  ยานใกลเคียง  )c(Vδ   ของ   c    และ 
 คาคงที ่  M > 0   ท่ีทําให   M)x(f ≤     ทุก   x ∈ A ∩ )c(Vδ    
 
 จากบทนิยาม 6.2.1   สําหรับ  )c(V

0δ  และคาคงท่ี  M    อาจเขียนรูปกราฟประกอบไดดังนี ้
                                                        (1)                                                                                    (2) 

        

                                     (3)                                                                                   (4) 

 

y  =  f(x) 

     (             
     

x x 

y = f(x) f 

     (              ) 
     

M 

c 
)c(VA

0δ∩  

f(x)  (   
  ) 

   

f(x) 

f 

M 

c 

(   
  ) 

  

x x 

f 

f(x) 

y = f(x) 

M 

     (            ) 
                     

c 
)c(VA

0δ∩  

(   
 ) f(x) 

(                   c 
)c(VA

0δ∩  

(   
   )
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หมายเหตุ  6.2.1  จากรูปท่ี 6.2.1   ดังกลาวเปนกรณี  f(x)  >  0    สําหรับกรณี  f(x) < 0   สามารถ 
 พิจารณาไดในทํานองเดียวกัน   นั่นคือ   f(x)  ≥  - M    ทุก  x ∈ A ∩ )c(Vδ  
ทฤษฎีบท  6.2.1   ถา   A ⊆   และ   f  :  A →    มีลิมิตท่ี  c ∈   แลว 
 f    มีขอบเขต   บนบางยานใกลเคียงของ   c 
พิสูจน   ให   L  =   flim

cx →
    ดังนั้น   สําหรับ   ε  =  1   จะมี   δ  > 0   ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A 

   ถา   0 < δ<− cx   แลว   1L)x(f <−     
   ดังนั้น   ≤− L)x(f  1L)x(f <−  
   จะไดวา   ถา   x ∈ A ∩ )c(Vδ  ,   x  ≠  c   แลว     1L)x(f +≤   
   ถา   f   ไมนิยามท่ี  x  =  c   ให   M  = 1L +   
   ขณะท่ี   ถา   f   นิยามท่ี  x  =  c    ให    M   =   sup{ }1L,)c(f +  
   จะไดวา   ถา   x ∈ A ∩ )c(Vδ     แลว   M)x(f ≤  
   เพราะฉะนั้น    f   มีขอบเขต    บนยานใกลเคียง   )c(Vδ   ของ   c       
                   # 
อธิบายแนวคิดทฤษฎีบท  6.2.1   ประกอบรูปกราฟ 
 สําหรับ  f   :  A →   มีลิมิตท่ี  c ∈   แลว  f   มีขอบเขต   บนบางยานใกลเคียงของ  c 
พิจารณา   ดังนี ้
กรณี   ฟงกชัน  f   ไมนิยามท่ี  x  =  c     ถาเลือก  ε  =  1   และม ี  1δ  > 0   ตามบทนิยาม 6.1.2    
 เขียนกราฟไดดังนี ้

รูปที่  6.2.2  :   M  =  L  + 1    สําหรับ  f   ไมนิยามท่ี  x  =  c 

                 
        
                       )c(V

1δ  

x 

y   =   f(x) 

L 

| L | - 1 

0 

f M = | L | + 1 

(                              ) 

(                      )  

c 
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 จาก  f   มีลิมิตท่ี  c  จะไดวา  สําหรับ  x ∈ A ∩ )c(V
1δ ,  x  ≠  c แลว  1L)x(f +≤  

ดังนั้น   ถาฟงกชัน  f    ไมนิยามท่ี   x  =  c     สามารถเลือก   M  =  L + 1   ซึ่งทําให 
M)x(f ≤    ทุก   x ∈ A ∩ )c(V

1δ    
กรณี  ฟงกชัน   f   นิยามที่  x  =  c  
      

 
  

 
 

รูปท่ี  6.2.3  :   M  =  sup{ L + 1 ,  f(c)}   
  
 จาก   f   มีลิมิตที ่ c  จะไดวา  สําหรับ   x ∈ A ∩ )c(V

1δ ,  x  ≠  c    ดังนั้น   
1L)x(f +≤  แตเนื่องจาก ฟงกชัน  f   นิยามท่ี  x  =   c    ดังนั้น ในการเลือก  M  จะตอง

พิจารณาคา   f(c)  ดวย   นั่นคือ   M   =   sup{ L + 1,  f(c)}    จะทําให   M)x(f ≤     
ทุก   x ∈ A ∩ )c(V

1δ                               
                   # 

y  =  f(x) 

(2) f(c) ∉ V( 1 )(L)   
         และ f(c) < 1L +  

x 

y  =  f(x) 
    |L|+1 
f(c) = L 
     |L|-1 
        (                ) 

• 

f 

(1)   f(c)  =  L∈ V( 1 )(L)   

c 

)c(V
1δ  

(            ) 

(3)   f(c)  ∉ V( 1 )(L)  และ  f(c)  >  1L +  

x 

f 
y  =  f(x) 

|L|+1 

      (                ) 
         

• 
c   

(            ) )c(V
1δ  

L 
|L|-1 

f(c) 

x 

|L|+1 
      L 
|L|-1 
      (                ) 

         

f • f(c) 

(            ) 

c 

)c(V
1δ  
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 6.2.2   ความหมายและทฤษฎีบทของการดําเนินการ  บวก ลบ  คูณ และหาร  ฟงกชัน 
    บทนิยามตอไปเหมือนกับบทนิยามสําหรับ  ผลบวก   ผลตาง   ผลคูณ  และผลหาร 
ของลําดับในหัวขอ 4.2 
บทนิยาม  6.2.2  สําหรับ  A ⊆   และ  f, g  เปนฟงกชันจาก   A   ไปยัง    
 (1)  ผลบวก  f + g     ผลตาง  f – g   และผลคูณ   fg   จาก   A   ไปยัง   
            กําหนดโดย (f + g)(x)  =   f(x) + g(x) 
        (f - g)(x)   =   f(x) - g(x) 
        (fg)(x)   =   f(x)g(x) 
            สําหรับทุก   x ∈ A 
 (2)    สําหรับ   b ∈    ผลคูณ   bf   เปนฟงกชันท่ีกําหนดโดย 
    (bf )(x)  =   bf(x)    ทุก  x ∈ A 
 (3)      h(x)  ≠  0   สําหรับ  x ∈ A   ผลหาร   

h
f   เปนฟงกชันที่กําหนดโดย 

    )x(
h
f   =    

)x(h
)x(f      ทุก   x ∈ A 

ทฤษฎีบท  6.2.2     สําหรับ  A  ⊆ , b ∈    และ c ∈   เปนจุดลิมิตของ  A  
 ให   f   และ  g   เปนฟงกชันจาก   A   ไปยัง    
 (1)  ถา   flim

cx →
 =  L   และ  glim

cx →
 =  M     ดังนั้น 

    )gf(lim
cx

+
→

 =  L + M  ,    )gf(lim
cx

−
→

 =  L - M ,   )fg(lim
cx →

 =  LM   และ   
)bf(lim

cx →
 =    bL 

 (2)      ถา  flim
cx →

 =  L   และ   h  :  A →     สําหรับ   h(x)  ≠  0  ทุก  x ∈ A   

    โดยท่ี   hlim
cx →

  =   H  ≠ 0    ดังนั้น    h
flim

cx →
 =  

H
L        

พิสูจน   ให  (xn)   เปนลําดับใด ๆ  ใน  A   โดยท่ี   xn ≠  c 
   สําหรับ   n ∈    และ   c  =  lim (xn)    จากทฤษฎีบท 6.1.4     จะไดวา 
   lim  (f(xn))   =   L   และ   lim (g(xn))  =  M 
   จะแสดงวา    )fg(lim

cx →
 =  LM 

   โดยบทนิยาม 6.2.2    เราไดวา   (fg)(xn)  =   f(xn)g(xn)    สําหรับ   n ∈  
   ดังนั้น  โดยประยุกตทฤษฎีบท 4.2.2   จะไดวา   
   lim  ((fg)(xn))   =   lim (f(xn)g(xn))  =   [ lim (f(xn))][ lim (g(xn))]  =  ML ⋅   
   โดยทฤษฎีบท 6.1.4    จะไดวา   )fg(lim

cx →
 =  lim  ((fg)(xn))   =   ML ⋅  
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   สําหรับสวนอื่น ๆ  ของทฤษฎีบทนี ้  สามารถพิสูจนไดในทํานองเดียวกัน   
                   # 
หมายเหตุ   6.2.2 
 (1)  ในทฤษฎีบท 6.2.2(2)   สมมุติฐาน   H  =   hlim

cx →
 ≠ 0   ถาสมมุติฐานนี้ไมจริง 

           แลว    
)x(h
)x(flim

cx →
   อาจจะมีคา  หรือไมมคีา   แตถึงแมวา  ถาลิมิตมคีา   ก็ไมสามารถ 

    ใชทฤษฎีบท 6.2.2(2)   เพ่ือหาคา   
)x(h
)x(flim

cx →
  

 (2)     ให   A ⊆    และ  f1, f2, … , fn    เปนฟงกชันจาก   A   ไปยัง     และ    
    c   เปนจุดลิมิตของ  A    ถา    Lk  =   kcx

flim
→

   สําหรับ   k   =   1, 2, … , n 
        ดังนั้น  จากทฤษฎีบท 6.2.2    โดยการอางเหตุผลแบบอุปนัย   จะไดวา 
    L1 + L2 +  … + Ln    =    )f...ff(lim n21cx

+++
→

 
           และ   n21 LLL ⋅⋅⋅⋅    =    )f...ff(lim n21cx

⋅⋅⋅
→

    
           โดยเฉพาะอยางยิ่ง   ถา   L  =  flim

cx →
 และ  n ∈    แลว   Ln  =   n

cx
)f(lim

→
   

ตัวอยาง  6.2.1 
1.       จงยกตัวอยางบางคาของลิมิต  ทีส่รางขึ้นในหัวขอ 6.1    สามารถพิสูจนโดย 
 ใชทฤษฎีบท 6.2.2   
วิธีทํา   เนื่องจาก   xlim

cx →
 =  c    ดังนั้น   2

cx
xlim

→
 =  c2 

             และถา    c > 0    แลว   
c
1

xlim
1

x
1lim

cx
cx

==
→

→
                          

2.       จงแสดงวา   )4x)(1x(lim 32

2x
−+

→
  =   20 

วิธีทํา   โดยทฤษฎีบท 6.2.2    จะไดวา 
   )4x)(1x(lim 32

2x
−+

→
 =   [ )]1x(lim 2

2x
+

→
)]4x(lim[ 3

2x
−

→
   =    5(4)   =   20        

3.       จงแสดงวา   
5
4

1x
4xlim 2

3

2x
=

+
−

→
  

วิธีทํา   โดยทฤษฎีบท 6.2.2 (2)   จะไดวา   
5
4

)1x(lim

)4x(lim

1x
4xlim 2

2x

3

2x
2

3

2x
=

+

−
=

+
−

→

→

→
 

               [ เนื่องจากลิมิตของตัวหาร  ( 5)1x(lim 2

2x
=+

→
 )   ไมเทากับ   0   ดังนั้น   

   ทฤษฎีบท 6.2.2(2)   สามารถใชได ]                           
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4.       จงแสดงวา   
3
4

6x3
4xlim

2

2x
=

−
−

→
       

วิธีทํา   ถาให   f(x)   =   x2 - 4    และ   h(x)   =   3x – 6     สําหรับ   x ∈  
   ดังนั้น   ไมสามารถใชทฤษฎีบท 6.2.2(2)   เพ่ือหาคา     

)x(h
)x(flim

2x →
     

   เพราะวา   H   =   06)2(36xlim3)6x3(lim)x(hlim
2x2x2x

=−=−=−=
→→→

  

   อยางไรก็ตาม   ถา  x  ≠ 2   แลว จะได   )2x(
3
1

)2x(3
)2x)(2x(

6x3
4x 2

+=
−

−+
=

−
−  

   เพราะฉะนั้น   จะมี   
3
4)2x(lim3

1)2x(3
1lim

6x3
4xlim

2x2x

2

2x
=+=+=

−
−

→→→
     

   [ฟงกชัน  g(x)   =   
6x3
4x 2

−
−   มีลิมิตท่ี   x  =   2   แมวา   g(x)  จะไมนิยามท่ี  x  =  2 ] 

5.       จงแสดงวา   
x
1lim

0x →
  ไมมีคา 

วิธีทํา   ในที่นี้    11lim
0x

=
→

  และ  H   =   0xlim
0x

=
→

  

   เนื่องจาก   H   =   0    ไมสามารถใชทฤษฎีบท 6.2.2(2)   เพ่ือหาคา  
x
1lim

0x →
  

   โดยขอเท็จจริง  คลายกับท่ีไดเห็นในตัวอยาง 6.1.3(1) 
   ฟงกชัน )x(ϕ  =  

x
1   ไมมีคาลิมิตท่ี  x = 0   ขอสรุปนี้เหมือนกับท่ีไดจากทฤษฎีบท 6.2.1    

   เนื่องจากฟงกชัน  )x(ϕ  =  
x
1   ไมมีขอบเขต   บนยานใกลเคียงของ   x  =  0         

6. จงแสดงวา   ถา   p   เปนฟงกชันพหุนาม  แลว   )c(p)x(plim
cx

=
→

 
วิธีทํา   ให    p    เปนฟงกชันพหุนามบน        
   ดังนั้น     p(x)   =   anxn + an - 1xn - 1 +  … +   a1x  +  a0    ทุก  x ∈  
   โดยทฤษฎีบท 6.2.2   และขอเท็จจริง   kk

cx
cxlim =

→
  จะไดวา 

   ]axa...xaxa[lim)x(plim 01
1n

1n
n

ncxcx
++++= −

−→→
 

                   =  0cx1cx

1n
1ncx

n
ncx

alim)xa(lim...)xa(lim)xa(lim
→→

−
−→→

++++  
                         =   ancn + an - 1cn - 1 +  … +   a1c  +  a0    
                          =    p(c) 
   เพราะฉะนั้น    )c(p)x(plim

cx
=

→
     สําหรับฟงกชันพหุนาม  p  ใด ๆ                   

7.       จงแสดงวา   สําหรับ   p  และ  q   เปนฟงกชันพหุนามบน     และ  q(c)  ≠  0 
 ดังนั้น     

)c(q
)c(p

)x(q
)x(plim

cx
=

→
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วิธีทํา   เนื่องจาก   q(x)   เปนฟงกชันพหุนาม   จากทฤษฎีบทในพีชคณิต   
   จะไดวา   จะมีจํานวนจริงจํานวนจํากัดอยางมากสุด  m1 ,..., αα  โดยท่ี   )(q jα  =  0     
   และ  ถา  x ∉ },...,{ m1 αα   แลว   q(x)  ≠  0 

 ดังนั้น   ถา  x ∉ },...,{ m1 αα   สามารถกําหนด   
)x(q
)x(p)x(r =  

 ถา   q (c)  ≠  0    และจากขอ (6)    จะไดวา    0)c(q)x(qlim
cx

≠=
→

 
    เพราะฉะนั้น    สามารถใชทฤษฎีบท 6.2.2(2)   เพ่ือสรุป 

     
)c(q
)c(p

)x(qlim

)x(plim

)x(q
)x(plim

cx

cx

cx
==

→

→

→
              

                   # 
 6.2.3   ทฤษฎีบทอื่นๆของลิมิตฟงกชัน 
    ทฤษฎีบท 6.2.3  และ 6.2.4  ตอไปคลายคลึงโดยตรงกบัทฤษฎีบท 4.2.5  และ 
ทฤษฎีบทสอดแทรก 4.2.6    ตามลําดับ 
ทฤษฎีบท  6.2.3    ให    A  ⊆  ,  f  :  A →   และ   c ∈   เปนจุดลิมิตของ  A 
 ถา    a  ≤  f(x)  ≤  b    ทุก   x ∈ A,  x  ≠   c   และ   flim

cx →
มีคา 

 ดังนั้น    bflima
cx

≤≤
→

   
พิสูจน   ให    L  =   flim

cx →
ดังนั้น  โดยทฤษฎีบท 6.1.4    จะไดวา 

   สําหรับ  (xn)   เปนลําดับใดๆของจํานวนจริง   โดยท่ี   c  ≠  xn ∈ A   ทุก   n ∈     
   ถาลําดับ  (xn)  ลูเขาสู   c   แลว  ลําดับ  (f(xn))   ลูเขาสู   L    

 เนื่องจาก   a  ≤  f(xn) ≤  b   ทุก   n ∈    โดยทฤษฎีบท 4.2.5   จะไดวา   a  ≤  L  ≤  b  
 นั่นคือ     bflima

cx
≤≤

→
             

                 # 
อธิบายแนวคิดทฤษฎีบท  6.2.3    ประกอบรูปกราฟ 
 สําหรับ   a  ≤  f(x) ≤  b     ทุก   x ∈ A,  x  ≠  c   และ ให   Lflim

cx
=

→
 

พิจารณาคา  L  ดังนี้ 
(1) a  ≤  L  ≤  b     
 ถาเลือก  0ε=ε   และมี  00 >δ  ตามบทนิยาม 6.1.2   เขียนกราฟไดดังนี ้
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    b 
 
     (   

     
     

     
 ) 

{f(x)} 

x ≠  c  

 1.1  L  =  a 

รูปที่  6.2.4   :  L  =  a 
 

     จะเปนกรณ ี  f(x)   =   a    ทุก   x ∈ A,  x  ≠  c    
 1.2  L  =   b  ในทํานองเดียวกันกับขอ 1.1    
     จะเปนกรณ ี  f(x)  =  b     ทุก  x ∈ A ,  x  ≠  c   
 1.3    a  <  L  <  b 

                                                           

รูปท่ี  6.2.5   :  a  <  L  <  b 
    

    จะเห็นวา   a  <  L  <  b   เปนไปได  สอดคลอง  | f(x) – L | <  0ε    และ   
a  ≤  f(x) ≤  b  ทุก  x ∈ A , x  ≠  c    เนื่องจาก  0ε   เปนการเลือกใด ๆ    ดังนั้น  แตละ  ε  > 0 
จะมี   0>δ   ตามบทนิยาม 6.1.2   จะเขียนกราฟไดในทํานองเดียวกัน 

x 

x  ≠  c 

       b 
 
L = a 
 

y  =  f(x) 

)a(V
0ε

 
(              ) 

(               ) 

c 

)c(V
0δ  

y   =  f(x) 

x 

 

(                         ) 
        

f 

(           ) 

L 

c 

)c(V
0δ  

a 

)L(V
0ε  
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(2) L  <  a   หรือ  L  >  b     ถาเลือก 1ε=ε   และมี  01 >δ  ตามบทนิยาม 6.1.2   เขียนกราฟได 
 ดังนี้   
 2.1  L  <  a 

                                                               
 
 
 
   
 
 

 
 

รูปท่ี  6.2.6   :  L < a 
    

    ถา   L <  a   สามารถเลือก  1ε=ε  ซึ่ง  )L(V
1ε ∩ [a, b]  =  φ   และ มี  01 >δ  

    ท่ีทําให  มี  x ∈ A,  x  ≠  c    โดยท่ี    f (x) <  a    จะเกิดขอขัดแยงกับ 
     a  ≤  f(x) ≤  b  ทุก   x ∈ A,  x  ≠  c 
    ดังนั้น    L <  a     จึงเปนไปไมได 
 2.2  L  >  b กรณีนี้เปนไปไมได   สามารถพิจารณาไดในทํานองเดียวกันกับขอ 2.1 
                   #      
ทฤษฎีบท  6.2.4    ทฤษฎีบทสอดแทรก        
 ให    A ⊆    และ  f, g, h  :  A →   และ  c ∈    เปนจุดลิมิตของ  A 
 ถา   f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)    ทุก   x ∈ A,  x  ≠  c   และ flim

cx →
=   L   =   hlim

cx →
 

 ดังนั้น   glim
cx →

=   L      
พิสูจน   ใชทฤษฎีบท 6.1.4  และ 4.2.6   จะไดตามตองการ   
                   # 
ตัวอยาง  6.2.2 
1.       จงแสดงวา   2

3

0x
xlim

→
  =   0    สําหรับ   x > 0  

วิธีทํา   ให   f(x)   =  2
3

x       สําหรับ  x > 0 

y  =  f(x) f 

x 

x  ≠  c 

)L(V
1ε  

 b 
 a 
 L 
 

(                  ) 
        

(            ) 

c 

)c(V
1δ  

{f(x)} 
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   เนื่องจาก   อสมการ   x < 2
1

x  ≤ 1    เปนจริง   สําหรับ   0 < x ≤ 1   
   จะไดวา     x2  ≤  f(x)  = 2

3
x  ≤  x    สําหรับ  0 < x ≤ 1   

   เนื่องจาก     0xlim 2

0x
=

→
 และ   0xlim

0x
=

→
   

   โดยทฤษฎีบท 6.2.4   จะไดวา    2
3

0x
xlim

→
  =   0                        

2.       จงแสดงวา   xsinlim
0x →

=  0     
วิธีทํา   เนื่องจาก   - x  ≤  sin  x  ≤  x    ทุก   x ≥ 0       
   และ   0)x(lim

0x
=±

→
 

   โดยทฤษฎีบท 6.2.4    จะไดวา   xsinlim
0x →

=   0                          
3.       จงแสดงวา   xcoslim

0x →
 =   1 

 วิธีทํา    เนื่องจาก   1 - 2x
2
1 ≤  cos  x  ≤  1   ทุก   x ∈       

   และ   1)x
2
11(lim 2

0x
=−

→
 

   โดยทฤษฎีบท 6.2.4    จะไดวา    xcoslim
0x →

=  1                      

4.       จงแสดงวา   
x

1xcoslim
0x

−
→

 =   0 

วิธีทํา   ไมสามารถใชทฤษฎีบท 6.2.2(2)   เพ่ือหาคาลิมิต    เนื่องจาก   0xlim
0x

=
→

 

   อยางไรก็ตาม  จากอสมการ   1 - 2x
2
1  ≤  cos  x  ≤  1    ทุก  x ∈    ในขอ (3) 

   จะไดวา    x
2
1

−  ≤ 
x

1xcos −  ≤  0        สําหรับ   x > 0 

   และ    0  ≤ 
x

1xcos − ≤  x
2
1

−       สําหรับ   x < 0 

   ให    f(x)  =   




−

0
2
x

                                         และ   h(x)  =   






−
2
x
0

 

 ดังนั้น   จะมี     f(x)  ≤ 
x

1xcos − ≤  h(x)     สําหรับ   x  ≠  0 
 เนื่องจาก    flim

0x →
=   0   =   hlim

0x →
          

   โดยทฤษฎีบท 6.2.4    จะไดวา    
x

1xcoslim
0x

−
→

  =   0                         

5.       จงแสดงวา   
x

xsinlim
0x →

  =   1 

วิธีทํา   ไมสามารถใชทฤษฎีบท 6.2.2(2)   เพ่ือหาคาลิมิต    เนื่องจาก   0xlim
0x

=
→

 

สําหรับ  x < 0 
สําหรับ  x ≥ 0 สําหรับ  x ≥ 0 

สําหรับ  x < 0 
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   อยางไรก็ตาม  เนื่องจาก    x 3x
6
1

−  ≤  sin  x  ≤  x    สําหรับ   x ≥ 0 

    และ    x  ≤ sin  x  ≤  x 3x
6
1

−    สําหรับ   x ≤ 0      

 เพราะฉะนั้น    1 2x
6
1

−  ≤ 
x

xsin ≤ 1     ทุก  x  ≠  0 

 และเนื่องจาก    1xlim
6
11)x

6
11(lim 2

0x

2

0x
=⋅−=−

→→
 

   โดยทฤษฎีบท 6.2.4    จะไดวา   
x

xsinlim
0x →

  =   1           

6.       จงแสดงวา   )
x
1sinx(lim

0x →
  =   0 

วิธีทํา   ให   f(x)   =   x sin 
x
1      สําหรับ   x  ≠  0 

 เนื่องจาก   -1 ≤ sin  z  ≤ 1     ทุก  z ∈  
 จะมีอสมการ   - x

x
1sinx)x(fx ≤=≤ สําหรับทุก  x ∈   และ  x  ≠  0 

 เนื่องจาก    0xlim
0x

=
→

 
 โดยทฤษฎีบท 6.2.4   จะไดวา    flim

0x →
=   0    (สําหรับรูปกราฟ  ดูรูปท่ี 7.1.4)          

                 # 
 อยางไรก็ตามมีผลท่ีเปนแนวขนานกับทฤษฎีบท 4.2.7  และ4.2.8  ใหแสดงเปนแบบฝกหัด  
โดยเปนแบบฝกหัด 6.2   ขอ 11, 12    ตามลําดับ 
 สําหรับทฤษฎีบทสุดทายของหัวขอนี้  จะเปนสวนยอยของทฤษฎีบท 6.2.3 
ทฤษฎีบท  6.2.5  ให    A ⊆ ,  f  :  A →    และ   c ∈    เปนจุดลิมิตของ  A 
 (1)  ถา     0flim

cx
>

→
   แลว   จะมียานใกลเคียง  )c(Vδ  ของ  c   ซึ่ง   f (x)  >  0 

    สําหรับ  ทุก  x ∈ A ∩ )c(Vδ ,  x  ≠  c 
 (2)  ถา    0flim

cx
<

→
   แลว   จะมียานใกลเคียง  )c(Vδ  ของ  c   ซึ่ง   f (x)  <  0 

    สําหรับ  ทุก  x ∈ A ∩ )c(Vδ ,  x  ≠  c 
พิสูจน  (1) ให   L  =   flim

cx →
และสมมุติ   L > 0   ให   ε   =  

2
1 L >  0 

    โดยบทนิยาม 6.1.2   จะไดวา   จะมี  δ  > 0   ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A  
    ถา   0  < δ<− cx    แลว  L

2
1L)x(f <−  

  ดังนั้น   ถา   x ∈ A ∩ )c(Vδ   และ  x  ≠  c   แลว    f(x)  > 
2
1 L  > 0    
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(2) พิสูจนในทํานองเดียวกันกับ (1) จะไดตามตองการ                   
                   # 
สรุปแนวคิดทฤษฎีบทลิมิต 
1. สําหรับ   A ⊆    ให   f  :  A →  และ  c ∈    เปนจุดลิมิตของ A 
 f    มีขอบเขต  บนยานใกลเคียง   ก็ตอเม่ือ   มี  δ  -  ยานใกลเคียง  )c(Vδ   ของ   c   และ 
 คาคงที ่  M  > 0   ท่ีทําให   M)x(f ≤    ทุก   x ∈ A ∩ )c(Vδ    
2. ถา   A ⊆   และ  f  :  A  →    มีลิมิตท่ี  c ∈   แลว   f   มีขอบเขต    
 บนบางยานใกลเคียงของ   c 
3. สําหรับ   A ⊆    และ  f, g   เปนฟงกชันจาก   A  ไปยัง    
 3.1     ผลบวก  f + g     ผลตาง  f – g   และผลคูณ   fg   จาก  A  ไปยัง       กําหนดโดย  
     (f + g)(x)   =   f(x) + g(x)  
       (f - g)(x)    =   f(x) - g(x)   
     (fg)(x)   =   f(x)g(x) 
           สําหรับทุก   x ∈ A 
 3.2     ถา    b ∈    ผลคูณ   bf   เปนฟงกชันกําหนดโดย   (bf)(x)  =  bf(x)   ทุก   x ∈ A 
 3.3     ถา   h(x)  ≠  0   สําหรับ   x ∈ A   ผลหาร   

h
f   เปนฟงกชันกําหนดโดย 

    
h
f (x)   =   

)x(h
)x(f      ทุก  x ∈ A 

4. สําหรับ  A  ⊆  ,  b ∈    และ c ∈   เปนจุดลิมิตของ  A 
 ให   f  และ g  เปนฟงกชันจาก   A   ไปยัง    
 4.1  ถา   flim

cx →
 =  L   และ  glim

cx →
 =  M     ดังนั้น 

     )gf(lim
cx

+
→

 =  L + M  
     )gf(lim

cx
−

→
 =  L - M  

     )fg(lim
cx →

 =  LM           
     )bf(lim

cx →
  =   bL 

 4.2      ถา    flim
cx →

 =  L    และ  h  :  A  →     สําหรับ   h(x)  ≠  0   ทุก  x ∈ A   

    โดยท่ี   hlim
cx →

 =  H  ≠ 0   ดังนั้น    h
flim

cx →
 =  

H
L     
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5. ให    A ⊆ ,  f  :  A →   และ   c ∈   เปนจุดลิมิตของ  A 
 ถา    a  ≤  f(x)  ≤  b   ทุก   x ∈ A,  x  ≠  c   และ  flim

cx →
มีคา    

 ดังนั้น bflima
cx

≤≤
→

   
6. ให    A ⊆   และ  f , g , h  :  A →    และ   c ∈    เปนจุดลิมิตของ  A 
 ถา   f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)   ทุก  x ∈ A,  x  ≠  c   และ flim

cx →
=   L   =   hlim

cx →
 

 ดังนั้น   glim
cx →

=   L      

7. ให    A ⊆ ,  f  :  A →    และ   c ∈    เปนจุดลิมิตของ  A 
 7.1  ถา     0flim

cx
>

→
   แลว   จะมียานใกลเคียง  )c(Vδ  ของ  c   ซึ่ง   f (x)  >  0 

    สําหรับ  ทุก  x ∈ A ∩ )c(Vδ ,  x  ≠  c 
 7.2  ถา    0flim

cx
<

→
   แลว   จะมียานใกลเคียง  )c(Vδ  ของ  c   ซึ่ง   f (x)  <  0 

    สําหรับ  ทุก  x ∈ A ∩ )c(Vδ ,  x  ≠  c 
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แบบฝกหัด  6.2 
 
1.     จงหาลิมิตตอไปนี ้

 1.1        
3x
1x2lim

2x +
+

→
                      (x > 0) 

 1.2        
2x
4xlim

2

2x −
−

→
                     (x > 0) 

 1.3        
x

1)1x(
lim

2

0x

−+
→

               (x > 0) 

 1.4        
1x
1xlim

1x −
−

→
                    (x > 0) 

2.     จงหา     
20x x2x

x31x21
lim

+

+−+
→

  เม่ือ    x > 0 

3.      จงพิสูจนวา    
x
1coslim

0x →
  ไมมีคา   แต   0)

x
1cosx(lim

0x
=⋅

→
 

4.      สําหรับ   A ⊆   และ  c   เปนจุดลิมิตของ  A   ให   f, g  :  A→     
         สมมุติ   f   มีขอบเขต   บนยานใกลเคียงของ   c   และ   0glim

cx
=

→
 

         จงพิสูจนวา     0fglim
cx

=
→

 
5.      จงใชบทนิยามของลิมิต   เพ่ือพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.2(1) 
6.      จงใชเกณฑโดยลําดับของลมิิต  เพ่ือพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.2(2) 
7.      ให   n ∈    โดยท่ี    n ≥ 3    จากอสมการ   - x2  ≤  xn ≤  x2   สําหรับ   -1 < x < 1 
         จงแสดงวา   0xlim n

0x
=

→
 

8.      สําหรับ   A ⊆   และ  c   เปนจุดลิมิตของ  A   ให   f, g  :  A→    
 8.1  จงแสดงวา   ถา   flim

cx →
และ   )gf(lim

cx
+

→
มีคา   แลว  glim

cx →
มีคา 

 8.2      จงพิจารณาวา   ถา   flim
cx →

และ  fglim
cx →

มีคา  แลว  glim
cx →

มีคา  หรือไม 
9.     จงพิจารณาวา ลิมิตตอไปนี้มีคาใน     หรือไม 
 9.1     20x x

1sinlim
→

                (x  ≠  0) 

 9.2     )
x
1sinx(lim 20x →

      (x  ≠  0) 

 9.3     
x
1sinsgnlim

0x →
      (x  ≠  0) 

 9.4     )
x
1sinx(lim 20x →

 (x > 0) 
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10.      ให    f  :  →    โดยท่ี   f(x + y)   =   f(x) + f(y)     ทุก  x, y ∈  
           สมมุติ    Lflim

0x
=

→
   มีคา 

           จงพิสูจนวา    L  =  0    และ f   มีลิมิตท่ีทุก ๆ  จุด   c ∈  
 [ แนะนํา  ;  f(2x)  =  f(x) + f(x)   =   2f(x)    สําหรับ   x ∈    และ f(x)  =  f(x - c) + f(c)    
   สําหรับ  x, c  ใน   ] 
11.      ให  A ⊆ ,  f  :  A→   และ   c ∈    เปนจุดลิมิตของ   A 
           ถา    flim

cx →
มีคา  และ  f    แทนฟงกชันที่กําหนดสําหรับ   x ∈A 

           โดยท่ี   f (x)   =   )x(f  
           จงพิสูจนวา     flimflim

cxcx →→
=  

12.      ให    A ⊆ ,  f  :  A→   และ   c ∈    เปนจุดลิมิตของ  A   และสมมุติ  f (x) ≥ 0    
 ทุก  x ∈ A  และ ให   f   เปนฟงกชันท่ีกําหนดสําหรับ   x ∈ A 
          โดยท่ี    )x(f)x)(f( =     ถา   flim

cx →
มีคา   

          จงพิสูจนวา     flimflim
cxcx →→

=  
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6.3 ภาคขยายบางอยางของแนวคิดลิมิต  (Some  Extensions  of  the  Limit  Concept) 
 ในหัวขอนีจ้ะกลาวถึง  ลิมิตทางเดียว  ลิมิตอนันต  และลิมิตท่ีอนันต  ซึ่งเปนท่ีพบเห็นบอย 
 6.3.1   ลิมิตทางเดียว  
    มีหลายคร้ังเมื่อฟงกชัน  f   ไมมีลิมิตท่ีจุด  c   ลิมิตยังมคีา  เม่ือฟงกชันจํากัดของชวง
ขางเดียวของจุดลิมิต   c       
 สําหรับตัวอยาง  ฟงกชันซิกนัมที่พิจารณาในตัวอยาง 6.1.3(2)  และแสดงใหเห็นใน 
รูปท่ี 6.1.11  ไมมีลิมิตท่ี  c   =  0  อยางไรก็ตาม  ถาจํากัดฟงกชันซิกนัม  ในชวง  (0, ∞)  ผลของ
ฟงกชันมีลมิิต  1  ที่   c  =  0  ในทํานองเดียวกัน  ถาจํากัดฟงกชันซิกนัมในชวง (-∞, 0)  ผลของ
ฟงกชันมีลิมิต  -1  ท่ี  c  =  0   ตัวอยางเบ้ืองตนเหลานี้  เปนลิมิตทางขวาและลิมิตทางซายท่ี  c  =  0  
 

บทนิยาม  6.3.1    สําหรับ    A ⊆   และให   f  :  A →  
 (1)  ถา    c ∈    เปนจุดลิมิตของเซต   A ∩ (c, ∞)   =  {x ∈ A  |  x  > c} 
            จะกลาววา   L∈    เปนลิมิตทางขวาของ  f   ที่   c   ก็ตอเม่ือ  แตละ ε  > 0      
                     จะมี  0)( >εδ=δ    ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   0  <  x – c  < δ   แลว 
            ε<− L)x(f            
    เขียนแทนดวย   Lflim

cx
=

+→
   หรือ   L)x(flim

cx
=

+→
 

 (2)      ถา    c ∈   เปนจุดลิมิตของเซต   A ∩ (-∞, c)   =  {x ∈ A  |  x  <  c} 
            จะกลาววา   L ∈    เปนลิมิตทางซายของ  f   ท่ี   c   ก็ตอเม่ือ  แตละ ε  > 0      
                      จะมี   0)( >εδ=δ   ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   0  <  c – x  < δ    แลว 
            ε<− L)x(f           
    เขียนแทนดวย   Lflim

cx
=

−→
   หรือ   L)x(flim

cx
=

−→
 

หมายเหตุ   6.3.1 
 (1)      ลิมิต  Lflim

cx
=

+→
  และ  Lflim

cx
=

−→
  เรียกวา   ลิมิตทางเดียว (one – sided  limits) 

    ของ  f   ที่  c     เปนไปไดท่ีลิมิตทางเดียวทั้งสองไมมีคา   ลิมิตทางหนึ่งมีคาโดยอีก 
    ทางหนึ่งไมมีคา   ลิมิตทางเดียวท้ังสองมีคาและแตกตางกัน  
 (2)      ถา   A   เปนชวงซึ่ง   c   เปนจุดปลายสุดทางซาย   ดังนั้น    f  :  A →   มีลิมิตท่ี  c    
    ก็ตอเมื่อ  f   มีลิมิตทางขวาท่ี  c    และ  flim

cx →
=  flim

cx +→
 

    ในทํานองเดียวกัน  สําหรับ  A   เปนชวงซึ่ง  c   เปนจุดปลายสุดทางขวา    
 f  :  A →    มีลิมิตท่ี  c   ก็ตอเม่ือ  f   มีลิมิตทางซายที่  c  และ flim

cx →
=  flim

cx −→
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 จากบทนิยาม 6.3.1   ถาเลือก  ε  =  0ε    และมี  0δ > 0    จะเขียนรูปกราฟประกอบไดดังนี้

  

รูปที่  6.3.1   :   Lflim
cx

=
+→

 
 

รูปท่ี  6.3.2  :   Lflim
cx

=
−→

 
  
 เนื่องจาก  0ε   เปนการเลือกใด ๆ   ดังนั้น แตละ  ε  > 0   จะมี  δ  > 0   จะเขียนกราฟได 
ในทํานองเดียวกัน   
 อยางไรก็ตามสามารถแสดงไดวา   f    มีเพียงลิมิตทางขวา (ทางซาย) ท่ีจุด ๆหนึ่ง     
มีผลคลายคลึงกันในหัวขอ 6.1  และ 6.2   ลิมิตทางเดียว   โดยเฉพาะอยางย่ิง  การมีคาของลิมิต 
ทางเดียวสามารถพิจารณาโดยลําดับไดเชนเดียวกัน 

)L(V
0ε  

)L(V
0ε

)

L+ 0ε  
 
     L 
 
L- 0ε  

(              ) 
  

x 

y 

f 

(                               ) 

c 
c  <  x  <  c + 0δ  

c + 0δ  

L+ 0ε  
 

f 
(  ) 
  

x 

y 

L- 0ε  

L 

c c - 0δ  
c - 0δ  <  x  <  c 

(                                     ) 
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ทฤษฎีบท  6.3.1   ให   A  ⊆ ,  f  :  A →   และ  c ∈   เปนจุดลิมิตของเซต A ∩ (c, ∞)   
ดังนั้น  ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 

 (1)      Lflim
cx

=
+→

 

 (2)      สําหรับแตละลําดับ (xn)   ลูเขาสู   c   โดยท่ี   xn∈A  ท่ีทําใหสําหรับทุกจํานวน 
    ธรรมชาติ  n   ถา   xn > c   แลว  ลําดับ  (f (xn))   ลูเขาสู   L 
พิสูจน   พิสูจนในทํานองเดียวกันกับทฤษฎีบท 6.1.4        
                    # 
หมายเหตุ  6.3.2  จากทฤษฎีบท 6.3.1   สําหรับลิมิตทางซายมีผลคลายคลึงกัน 
 

ทฤษฎีบท  6.3.2    ให   A ⊆ ,  f  :  A →   และ  c ∈   เปนจุดลิมิตของ  A ∩ (c, ∞)  และ 
A ∩ (-∞, c)    

 ดังนั้น    Lflim
cx

=
→

   ก็ตอเม่ือ    Lflim
cx

=
+→

 =  flim
cx −→

 

พิสูจน  (⇒) ให   Lflim
cx

=
→

   ดังนั้น   แตละ  ε  > 0   เปนจํานวนจริงใด ๆ  จะมี  δ  > 0 

     ที่ทําใหสําหรับทุก   x ∈A   ถา   0 < δ<− cx     แลว   ε<− L)x(f  
     จะไดวา  สําหรับแตละ  x ∈ A   ถา   0 < x – c < δ     แลว   ε<− L)x(f  
     นั่นคือ     Lflim

cx
=

+→
 

     ในทํานองเดียวกัน  จะไดวา   ถา   0 <  c – x  < δ    แลว   ε<− L)x(f  
     นั่นคือ     flim

cx −→
=  L 

  (⇐)    ให   Lflim
cx

=
+→

 =  flim
cx −→

และ  ε  > 0   เปนจํานวนจริงใด ๆ    
     ดังนั้น  จะมี    01 >δ   และ  02 >δ       
     จะไดวา   สําหรับแตละ  x ∈ A    ถา  0 <  x – c < 1δ    แลว   ε<− L)x(f     
     และ  ถา    0 < c – x < 2δ แลว   ε<− L)x(f     ให    δ   =  min{ }, 21 δδ     
     จะไดวา   สําหรับแตละ  x ∈ A    ถา   0 < δ<− cx     แลว   ε<− L)x(f  
     นั่นคือ   Lflim

cx
=

→
          

                    # 
อธิบายแนวคิดทฤษฎีบท  6.3.2   ประกอบรูปกราฟ 
 ให   f  :  A → ,  c ∈   เปนจุดลิมิตของ  A ∩ (c, ∞)  และ A ∩ (-∞, c)   
สําหรับ   Lflim

cx
=

→
    ถาเลือก  ε  =  0ε     มี  0δ > 0   ตามบทนิยาม 6.1.2   จะเขียนรูปกราฟได

ดังนี ้
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c - 0δ           c 

รูปท่ี 6.3.3   :   Lflim
cx

=
→

 
 

 จากรูปท่ี 6.3.3   พิจารณาชวงท่ี   x ∈ (c, c + 0δ )   และ  x ∈ (c - 0δ , c)    จะไดวา 
f(x) ∈ )L(V

0ε      ดังนั้น   Lflim
cx

=
+→

  และ   flim
cx −→

=   L    ดังรูปท่ี 6.3.4  และ 6.3.5 
 

 รูปท่ี  6.3.4  :  Lflim
cx

=
+→

                                         รูปที่  6.3.5  :  flim
cx −→

=   L 
 
 เนื่องจาก  0ε   เปนการเลือกใด ๆ   ดังนั้น แตละ  ε  > 0   จะมี  δ  > 0  สามารถเขียนกราฟได
ในทํานองเดียวกัน    
 ในทางกลับกัน   ถา   Lflim

cx
=

+→
 =  flim

cx −→
  ก็จะได   Lflim

cx
=

→
   พิจารณา 

ไดในทํานองเดียวกัน                              
                    # 

)L(V
0ε  

x x 

               
c - 0δ              c + 0δ  

 

x 

L 

L- 0ε  

f      L+ 0ε  

c 

)c(V
0δ  

(                    ) 

(                               ) 

y  =  f(x) 

y   =   f(x) 

L 

L- 0ε  

 

f 
L+ 0ε  (                      ) 

c             c + 0δ  
(               )      (        )        

  

y   =  f(x) 

L 
L- 0ε  

 

L+ 0ε  (                      ) 
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ตัวอยาง  6.3.1 
1.     จงแสดงวา   f(x)   =   sgn x   ไมมีลิมิตท่ี  x   เขาใกล  0 
วิธีทํา   โดยตัวอยาง 6.1.3(2)    เราไดวา   sgn   ไมมีลิมติท่ี  0 
   เห็นไดชัดวา   1xsgnlim

0x
+=

+→
    และ   1xsgnlim

0x
−=

−→
 

   เนื่องจาก   ลิมิตทางเดียวเหลานี้แตกตางกัน 
   โดยทฤษฎีบท 6.3.2    จะไดวา    sgn x   ไมมีลิมิตท่ี  x   เขาใกล  0                   
2.       จงแสดงวา  )x(glim

0x +→
ไมมีคา  และ 

−→0x
lim g(x)   =   0    โดยท่ี   g(x)   =   x

1
e     

 สําหรับ   x  ≠  0   (ดังรูปท่ี 6.3.6)  
 
 

 
 
 
 
 
 

รูปท่ี   6.3.6   :   กราฟของ   g(x)   =   x
1

e   ;  ( x   ≠  0 )   
 
  

วิธีทํา   ขั้นแรกจะแสดงวา   g    ไมมีลิมิตจํากัดทางขวาที่   c   =  0    เนื่องจาก  g   ไมมีขอบเขต 
 สําหรับยานใกลเคียงทางขวา  (0, )δ  ของ  0    จะทําโดยใชอสมการ 

        (6.3.1)  …………….       0  <  t   <  et     สําหรับ   t  >  0   
 โดยอสมการ  (6.3.1)   จะไดวา   ถา   x > 0   แลว    0  < 

x
1  <  x

1
e  

 ดังนั้น   ถาให   xn  =  
n
1     จะไดวา    g(xn)  >  n     ทุก   n ∈  

 ดังนั้น    
+→0x

lim x
1

e    ไมมีคาใน    

 ตอไปจะแสดงวา   
−→0x

lim x
1

e   =   0     พิจารณา   ถา   x < 0   และ ให   t  =  
x
1

−    

 ในอสมการ  (6.3.1)    จะไดวา    0  < 
x
1

−  <  x
1

e−  

 เนื่องจาก     x < 0     จะนําไปสู   0  <  x
1

e  <  - x    ทุก   x < 0 

x 

y =  g(x) 

0 

1 
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 โดยอสมการ   0  <  x
1

e  <  - x    จะไดวา      
−→0x

lim x
1

e   =   0         

3.       จงแสดงวา  )x(hlim
0x +→

=  0   และ  
−→0x

lim h(x)  =   1  โดยท่ี   h(x)   =  
1e

1
x
1

+
     

 สําหรับ   x  ≠  0   (ดังรูปท่ี 6.3.7) 

รูปท่ี  6.3.7  :  กราฟของ  h(x)   =   
1e

1
x
1

+
     ;   (x  ≠ 0) 

 
  

วิธีทํา   จากขอ (2)   เราไดวา    0  <  
x
1  <  x

1
e     สําหรับ   x > 0 

 ดังนั้น    0  <  
1e

1
x
1

+
  <  

x
1

e

1  <  x    ซึ่งจะไดวา   0hlim
0x

=
+→

 

 และจากขอ (2)   เราไดวา    
−→0x

lim x
1

e   =   0      

 โดยขอความท่ีคลายคลึงกันกับทฤษฎีบท  6.2.2(2)   สําหรับลิมิตทางซาย     
 จะไดวา       

−→0x
lim (

1e

1
x
1

+
)   =   

1elim

1
x
1

0x
+

−→

   =   
10

1
+

   =   1                   

                  # 
 6.3.2   ลิมิตอนันต   
    ฟงกชัน   f(x)  =  2x

1   สําหรับ   x  ≠  0    (ดังรูปท่ี 6.3.8)      f(x)   ไมมีขอบเขต    
บนยานใกลเคียงของ  0    ดังนั้น   f(x)   ไมสามารถมีลิมิตในความหมายของบทนิยาม 6.1.2       
ขณะท่ีสัญลักษณ   ∞ (+ ∞)  และ  - ∞   ซึ่งไมใชจํานวนจริง    บางครั้งจะใชประโยชนเพ่ือ 
กลาววา   “  f(x)  =  2x

1   เขาสู  ∞    เมื่อ  x → 0 ”    ซึ่งเปนลิมิตอนันต(infinite  limit) ของ  f    
ดังบทนิยาม 6.3.2 

x 

y = h(x) 

0 

2
1

• 1 
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รูปท่ี  6.3.8  :  กราฟของ   f(x)  =  2x
1   ;   (x  ≠  0) 

 
 

บทนิยาม  6.3.2  สําหรับ   A  ⊆    ให   f  :  A →   และ  c ∈   เปนจุดลิมิตของ  A     
 (1)  f   เขาสู   ∞   เมื่อ  x → c   ก็ตอเม่ือ   แตละ α  > 0  จะมี  0)( >αδ=δ      

   ท่ีทําใหสําหรับทุก   x ∈ A   ถา   0 < cx −  < δ    แลว   f(x)  > α      
       เขียนแทนดวย    ∞=

→
flim

cx
 

 (2)      f   เขาสู   - ∞   เม่ือ  x → c   ก็ตอเม่ือ  แตละ β  < 0   จะมี  0)( >βδ=δ   
    ท่ีทําใหสําหรับทุก   x ∈A   ถา   0 < cx −  < δ    แลว    f(x)  < β        
      เขียนแทนดวย    ∞−=

→
flim

cx
 

  
จากบทนิยาม 6.3.2 (1)    ถาเลือก  α   = 0α > 0   และมี  00 >δ    อาจเขียนรูปกราฟประกอบ

ไดดังนี ้

                                                                          c - 0δ  < x < c + 0δ     
 

รูปท่ี  6.3.9  :  ∞=
→

flim
cx

 

x 

y  =  f(x) 

x 

y  =  f(x) 

f(x) 

f(x) > 0α  

   (        )    c 
0α  ( 
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f(x)  <  1β   

จากบทนิยาม 6.3.2(2)      ถาเลือก  β  = 1β  <  0   และมี  01 >δ   อาจเขียนรูปกราฟประกอบ
ไดดังนี ้

รูปท่ี  6.3.10  :  ∞−=
→

flim
cx

 
ตัวอยาง  6.3.2 
1.     จงแสดงวา   ∞=

→ 20x x
1lim  

วิธีทํา   สําหรับ   α  > 0     ให   δ   =  
α
1  

   จะไดวา   ถา   0 < x  < δ    แลว    x2  <  
α
1  

   ดังนั้น    2x
1  > α     เพราะฉะนั้น    ∞=

→ 20x x
1lim    

2.       ให   g(x)   =   
x
1       สําหรับ   x  ≠  0   (ดังรูปท่ี 6.3.11) 

           จงแสดงวา    g   ไมเขาสู   ∞   และ  - ∞   เม่ือ   x → 0     
 
 
 
 
 
 
 
 

 

x 

y 

รูปท่ี   6.3.11   :   กราฟของ   g(x)   =  
x
1    ;    (x  ≠  0) 

 

1β  
x 

y 

f(x) 
  (        ) c 

c - 11 cx δ+<<δ  

) 
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วิธีทํา   เนื่องจาก   สําหรับ    α  > 0    แลว   g(x) < α      ทุก   x < 0    
 จะไดวา    g   ไมเขาสู  ∞   เม่ือ   x → 0    
 ในทํานองเดียวกัน  สําหรับ    β  < 0   แลว   g(x)  > β    ทุก   x > 0    
 จะไดวา    g   ไมเขาสู  - ∞   เมื่อ  x → 0    
 ดังนั้น   g    ไมเขาสู   ∞   หรือ  - ∞     เมื่อ  x → 0     
                  # 

ทฤษฎีบท  6.3.3     สําหรับ   A ⊆    ให    f , g  :  A →    และ   c ∈   เปนจุดลิมิตของ  A 
 สมมุติวา   f(x)  ≤  g(x)   ทุก   x ∈ A   และ  x  ≠  c 
 (1)  ถา    ∞=

→
flim

cx
   แลว    ∞=

→
glim

cx
 

 (2)      ถา    ∞−=
→

glim
cx

   แลว    ∞−=
→

flim
cx

 

พิสูจน  (1) ถา   ∞=
→

flim
cx

   และ  α  > 0    

            ดังนั้น   จะมี  0)( >αδ   ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A 
     ถา   0 < )(cx αδ<−    แลว   f(x)  > α    
    แตเนื่องจาก  f(x)  ≤  g(x)    ทุก   x ∈ A   และ  x  ≠  c    
           จะไดวา     ถา   0  <  )(cx αδ<−   แลว   g(x) > α      
           เพราะฉะนั้น    ∞=

→
glim

cx
                                 

(2) พิสูจนทํานองเดียวกันกับขอ (1)                            
                   # 

 ฟงกชัน   g(x)  =  
x
1    ในตัวอยาง 6.3.2(2)   กอใหเกิดแนวคิดเพ่ือพิจารณาลิมิตอนันต 

ทางเดียว 

บทนิยาม  6.3.3    สําหรับ   A ⊆   และ  f  :  A →        
 (1)   ถา   c ∈    เปนจุดลิมิตของ   A ∩ (c, ∞)  =  {x ∈ A  |  x > c} 
    จะกลาววา   f   เขาสู  ∞   เม่ือ   x → c+   ก็ตอเม่ือ  แตละ α  > 0   จะมี    
    0)( >αδ=δ    ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   0 < x – c < δ   แลว  f (x)  > α  

  เขียนแทนดวย   ∞=
→ +cx

flim      

    จะกลาววา   f   เขาสู  - ∞   เมื่อ   x → c+   ก็ตอเม่ือ  แตละ β  < 0   จะมี    
    0)( >βδ=δ    ที่ทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   0 < x – c < δ   แลว  f (x)  < β  

  เขียนแทนดวย   ∞−=
→ +cx

flim      
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 (2)  ถา   c ∈    เปนจุดลิมิตของ   A ∩ (- ∞, c)   =  {x ∈ A  |  x < c} 
    จะกลาววา   f   เขาสู  ∞   เม่ือ   x → c-   ก็ตอเม่ือ  แตละ α  > 0  จะมี    
    0)( >αδ=δ    ที่ทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   0 <  c – x  < δ     แลว  f (x) > α  
    เขียนแทนดวย   ∞=

→ −cx
flim    

    จะกลาววา   f   เขาสู  - ∞   เมื่อ   x → c-   ก็ตอเมื่อ  แตละ β  < 0   จะมี    
    0)( >βδ=δ    ที่ทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   0 < c – x < δ   แลว  f (x)  < β  
    เขียนแทนดวย   ∞−=

→ −cx
flim    

 
   

จากบทนิยาม 6.3.3(1)   ถาเลือก  α  = 0α > 0   และมี  00 >δ   และ ถาเลือก  β  = 1β  <  0   
และมี  01 >δ     อาจเขียนรูปกราฟประกอบไดดังนี ้  

      
                 รูปท่ี  6.3.12  :  ∞=

→ +cx
flim                                    รูปที่  6.3.13  :  ∞−=

→ +cx
flim  

 
  
 
 
 
 

x 

x 
1β  

f(x) 

y =  f(x) 

f(x) 
 (     ) 
          

f(x) > 0α  
 

c 
0α  

c < x < c + 0δ  

( 

y  =  f(x) c  <  x <  c + 1δ  

   (     ) 

f(x) < 1β  

c 

) 
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f(x) 

จากบทนิยาม 6.3.3(2)   ถาเลือก  α  = 0α > 0   และมี  00 >δ   และ ถาเลือก  β  = 1β  <  0   และมี  
01 >δ     อาจเขียนรูปกราฟประกอบไดดังนี้     

 
ตัวอยาง  6.3.3 
1. ให    g(x)  =  

x
1    สําหรับ   x  ≠  0 

           จงแสดงวา    ∞=
+→

glim
0x

  และ   ∞−=
−→

glim
0x

 

วิธีทํา   โดยตัวอยาง 6.3.2(2)   เราไดวา   glim
0x →

ไมมีคา 
   อยางไรก็ตาม  โดยวิธีการในตัวอยาง 6.3.2(2)     
   สามารถแสดงวา   ∞=

+→ x
1lim

0x
  และ  ∞−=

−→ x
1lim

0x
        

2.      จงแสดงวา    ∞=
+→

x
1

0x
elim    ตามความหมายของบทนิยาม 6.3.3 

วิธีทํา   โดยตัวอยาง 6.3.1(2)   เราไดวา   ลิมิตทางขวาของ   x
1

e    เม่ือ   x → 0+   ไมมีคา   
   ในความหมายของบทนิยาม 6.3.1(1)    
   อยางไรก็ตาม  เนื่องจาก  

x
1  < x

1
e    สําหรับ  x > 0    และ   ∞=

+→ x
1lim

0x
     

 ดังนั้น    ∞=
+→

x
1

0x
elim     ในความหมายของบทนิยาม 6.3.3                      

                  # 

x 

y  =  f(x) c - 1δ  <  x  <  c 

รูปท่ี  6.3.14  :  ∞=
−→cx

flim  

x 

รูปท่ี  6.3.15  :  ∞−=
→ −cx

flim      

y  =  f(x) 

0α  

f(x) > 0α  

c 
c - 0δ  < x < c  

(      ) 

( 

 (      )  
1β  

f(x) < 1β  

f(x) 

c 

) 
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 6.3.3   ลิมิตท่ีอนันต  
    ลิมิตท่ีอนันต (limit  at  infinity) เปนท่ีตองการเพ่ือนิยามแนวคิดของฟงกชันเม่ือ    
x → ∞  และ   x → - ∞    
พิจารณาฟงกชัน    f(x)   =   

1x
x
+

   ถา   x   ≠   - 1   จะไดกราฟดังรูปท่ี 6.3.16 

รูปท่ี  6.3.16   :   f(x)   =   
1x

x
+

 
  

 จะเห็นวา  เมื่อ  x   มีคาเพ่ิมขึ้น (หรือลดลง)  โดยไมมีขอบเขต  แลวคาของ   f(x)  จะลูเขาสู  1     
จะเขียน   x → ∞   แทน  x   เพ่ิมขึ้นไมมีขอบเขต   (x → - ∞   แทน   x   ลดลงโดยไมมีขอบเขต)     
สําหรับ   f(x)   =   

1x
x
+

   จะกลาวไดวา   ลิมิตของ  f   เทากับ  1   เม่ือ  x → ∞  หรือ   x → - ∞     
ดังบทนิยามลิมิตท่ีอนันตตอไปนี ้
บทนิยาม  6.3.4     สําหรับ  A ⊆ ,  L ∈   ให  f  : A →   
 (1)  สําหรับ   (a, ∞)  ⊆ A   บาง  a ∈   
    L   เปนลิมิตของ   f   เมื่อ  x → ∞    ก็ตอเม่ือ  แตละ  ε  > 0   จะมี   K  =  K( ε )  >  0    
    ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   x > K   แลว   ε<− L)x(f     

  เขียนแทนดวย   Lflim
x

=
∞→

หรือ  L)x(flim
x

=
∞→

 

 (2)  สําหรับ   (-∞, a)  ⊆ A   บาง  a ∈   
    L   เปนลิมิตของ   f   เมื่อ  x → - ∞    ก็ตอเม่ือ  แตละ ε  > 0   จะมี  K  =  K( ε )  <  0    
    ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา  x <  K   แลว   ε<− L)x(f     

  เขียนแทนดวย   Lflim
x

=
∞−→

หรือ  L)x(flim
x

=
∞−→

 

x 

y 

1 

-1 
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 ตอไปจะแสดงลิมิตของ  f   เมื่อ   x → ±∞  มีคาเดียวกัน   เม่ือใดก็ตามท่ีลิมิตมีคา   เหมือน
มีเกณฑโดยลําดับสําหรับลิมิตเหลานี ้  เพียงแตเปนเกณฑ  เมื่อ   x → ∞  และ  x → - ∞   จะใช
แนวคิดลิมิตของสมบัติเฉพาะลําดับลูออก  (บทนิยาม 4.6.1)    
ทฤษฎีบท  6.3.4     ให   A ⊆ ,  f  :  A →    และ  (a, ∞)  ⊆ A   บาง  a ∈    
 ดังนั้น  ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 
 (1)     Lflim

x
=

∞→
 

 (2)      สําหรับแตละลําดับ  (xn)  ใน   (a , ∞)  โดยท่ี  lim (xn)  =  ∞    
        แลว  ลําดับ  (f(xn))   ลูเขาสู  L 

พิสูจน  (1) ⇒ (2) 
    ให   Lflim

x
=

∞→
และ  (xn)   เปนลําดับใน  (a , ∞)   ซึ่ง   lim (xn)  =  ∞    

    จะแสดงวา   ลําดับ  (f(xn))   ลูเขาสู   L 
    ให   ε  > 0    โดยบทนิยาม 6.3.4(1)   จะมี  0>δ   ท่ีทําใหสําหรับทุก   x ∈ A 
    ถา    δ>x    แลว   ε<− L)x(f      และเนื่องจาก   lim (xn)  =  ∞   และ 0>δ  
    ดังนั้น   จะมีจํานวนธรรมชาติ  )(K δ   ท่ีทําใหสําหรับทุกจํานวนธรรมชาติ  n  
    ถา   n  ≥ )(K δ   แลว  δ>nx   จะไดวา  สําหรับแตละ  xn   จะมี  ε<− L)x(f n  
    นั่นคือ  แตละ ε  > 0  จะมีจํานวนธรรมชาติ  K  ท่ีทําใหสําหรับทุกจํานวนธรรมชาติ  n     
    ถา    n  ≥ K   แลว   ε<− L)x(f n  
    เพราะฉะนั้น    ลําดับ  (f(xn))   ลูเขาสู  L 
  (2) ⇒ (1) 
    สมมุติวา   Lflim

x
≠

∞→
ดังนั้น   จะมี  0ε  > 0   สําหรับแตละ  0>δ   จะมี  δx ∈ A 

    ซึ่ง   δx  > δ   แต   0L)x(f ε≥−δ  
    ดังนั้น  ทุกจํานวนธรรมชาติ  n   จะมี  xn ∈ A   ซึ่ง  nx  > δ  แต 0n L)x(f ε≥−  
    จากสมมุติฐานของบทกลับ   เรามี   ลําดับ  (f(xn))   ลูเขาสู  L 
    ดังนั้น   จะมีจํานวนธรรมชาติ  K   ท่ีทําใหสําหรับทุกจํานวนธรรมชาติ  n    
    ถา   n  ≥ K   แลว   0n L)x(f ε<−    ซึ่งเกิดขอขัดแยง 
    ดังนั้น    Lflim

x
≠

∞→
  จึงเปนไปไมได 

    เพราะฉะนั้น    Lflim
x

=
∞→

 
# 
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ทฤษฎีบท  6.3.5     ให   A ⊆ ,  f  :  A →    และ  (- ∞, a)  ⊆ A   บาง  a ∈    
 ดังนั้น  ขอความตอไปนีส้มมูลกัน 
 (1)     Lflim

x
=

∞−→
 

 (2)      สําหรับแตละลําดับ  (xn)  ใน   (- ∞, a)   โดยท่ี   lim (xn)  =  - ∞    
        แลว  ลําดับ  (f(xn))   ลูเขาสู  L 

พิสูจน   พิสูจนในทํานองเดียวกันกับทฤษฎีบท 6.3.4 
                    # 
ตัวอยาง  6.3.4 
1.       ให   g(x)   =   

x
1       สําหรับ   x  ≠  0    

           จงพิจารณาวา   g   ลูเขาสู  0   เมื่อ   x → ∞  และ  x → - ∞      
วิธีทํา   จะแสดงวา   0

x
1lim

x
=

∞→
 

   ให   0>ε   เปนจํานวนจริงใด ๆ   เลือก  K  =   
ε
1  

   ดังนั้น   สําหรับจํานวนจริง  x   ซึ่ง   x > K    จะไดวา   ε=<=−
K
1

x
10

x
1  

   นั่นคือ    0
x
1lim

x
=

∞→
 

   สําหรับ 0
x
1lim

x
=

∞−→
แสดงไดในทํานองเดียวกัน  

2.       ให   f(x)   =    2x
1       สําหรับ   x  ≠  0      จงพิจารณาวา   0

x
1lim 2x

=
∞→

 

วิธีทํา   สามารถแสดงไดวา   0
x
1lim 2x

=
∞→

=  2x x
1lim

∞−→
 (รูปที่ 6.3.8)    

   วิธีการหนึ่งสามารถแสดงไดดังนี้  ;   ถา   x ≥ 1   แลว  0  ≤ 
2x

1 ≤  
x
1      

   และเนื่องจาก     0
x
1lim

x
=

∞→
   ดังนั้น    0

x
1lim 2x

=
∞→

           

                    # 
บทนิยาม  6.3.5     สําหรับ  A ⊆   ให  f  :  A →   และ  (a, ∞) ⊆  A   บาง   a ∈    
 (1)  f   เขาสู  ∞   เม่ือ  x→ ∞  ก็ตอเม่ือ  แตละ α  > 0   จะมี   K  =  K 0)( >α     
    ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   x  >  K   แลว  f(x)  > α    
    เขียนแทนดวย    ∞=

∞→
flim

x
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 (2)  f   เขาสู  - ∞     เมื่อ  x→ ∞    ก็ตอเม่ือ  แตละ β  < 0  จะมี   K  =  K 0)( >β     
    ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   x  >  K   แลว  f(x) < β    
    เขียนแทนดวย    ∞−=

∞→
flim

x
 

 

จากบทนิยาม 6.3.5    ถาเลือก   α  =  0α  และมี  K0 > 0   และ ถาเลือก  β  = 1β   และมี   
K1 > 0   อาจเขียนรูปกราฟประกอบไดดังนี ้

 
       รูปท่ี  6.3.17  :  ∞=

∞→
flim

x
                   รูปที่  6.3.18  :  ∞−=

∞→
flim

x
 

 
บทนิยาม  6.3.6     สําหรับ  A ⊆   ให  f  :  A →   และ  (-∞, a) ⊆  A   บาง   a ∈    
 (1)  f   เขาสู  ∞   เม่ือ  x→ -∞  ก็ตอเม่ือ  แตละ α  > 0   จะมี   K  =  K 0)( <α     
    ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   x  <  K   แลว  f(x)  > α    
    เขียนแทนดวย    ∞=

∞−→
flim

x
  

 (2)  f   เขาสู  - ∞     เมื่อ  x→ -∞    ก็ตอเม่ือ  แตละ β  < 0  จะมี   K  =  K 0)( <β     
    ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   x  <  K   แลว  f(x) < β    
    เขียนแทนดวย    ∞−=

∞−→
flim

x
 

 
จากบทนิยาม 6.3.6    ถาเลือก   α  =  0α  และมี  K0 < 0   และ ถาเลือก  β  = 1β   และมี   

K1 < 0   อาจเขียนรูปกราฟประกอบไดดังนี ้
 
 

x 

x > K0  ท่ีทําให  f(x)  > 0α  

x 

x  >  K1   ท่ีทําให  f(x)  < 1β  
K1     

f(x1) 
f(x) < 1β   

y  =  f(x) 

1β  

x1 x2 

f(x2) 

( 
( 

0α  

f(x)  > 0α  

y  =  f(x) 

f(x1) 

K0 x1 
( x2 

f(x2) 

) 
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y =  f(x) y  =  f(x)  

 
 

รูปท่ี  6.3.19  :  ∞=
∞−→

flim
x

                       รูปท่ี  6.3.20  :  ∞−=
∞−→

flim
x

 
 
 
อยางไรก็ตามเหมือนกับตอนกอนนี้สามารถใชเกณฑโดยลําดับไดดังนี ้
ทฤษฎีบท  6.3.6      ให   A ⊆ ,  f  :  A →   และ  (a, ∞) ⊆ A   บาง  a ∈    
 ดังนั้น   ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 
     (1)     ∞=

∞→
flim

x
 

 (2)      สําหรับแตละลําดับ (xn)  ใน   (a, ∞)  โดยท่ี  lim (xn)  =  ∞   แลว  lim (f(xn))  =  ∞   
พิสูจน  (1) ⇒ (2) 
    ให   ∞=

∞→
flim

x
 และ  (xn)   เปนลําดับใน  (a, ∞)   ซึ่ง   lim (xn)  =  ∞ 

    จะแสดงวา    lim (f(xn))  =  ∞   
    ให   α > 0   โดยบทนิยาม 6.3.5(1)   จะมี  )(αδ > 0   ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A 
    ถา   x > δ   แลว   f(x)  > α    และเนื่องจาก   lim (xn)  =  ∞   และ   δ  > 0 
    ดังนั้น   จะมีจํานวนธรรมชาติ  K( δ )  ท่ีทําใหทุกจํานวนธรรมชาติ  n    
    ถา  n ≥ K( δ )   แลว   xn > δ    จะไดวา   สําหรับแตละ  xn   จะมี   f(xn) > α  
    นั่นคือ   แตละ α > 0   จะมีจํานวนธรรมชาติ   K( δ )   ท่ีทําใหทุกจํานวนธรรมชาติ  n 
    ถา  n ≥ K( δ )   แลว   f(xn) > α   
    เพราะฉะนั้น    lim (f(xn))  =  ∞   

x 

                K1     x 

f(x1) f(x) < 1β  

1β  

x  <  K0   ท่ีทําให  f(x)  > 0α  

  x2  x1 

f(x2) 

) 

( 

x  <  K1 ที่ทําให  f(x)  < 1β  

                         
K0 

0α

          

f(x) > 0α  
f(x1) 

x1 x2 

f(x2) 

) 

) 
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  (2) ⇒ (1) 
    สมมุติวา   ∞≠

∞→
flim

x
ดังนั้น  จะมี   0α  > 0   สําหรับแตละ δ  > 0    

    จะมี  δx ∈ A   ซึ่ง   δx  > δ    แต   f( δx ) ≤ 0α  
    ดังนั้น   ทุกจํานวนธรรมชาติ  n   จะมี   xn ∈ A   ซึ่ง   xn  > δ    แต   f(xn) ≤ 0α   
    จากสมมุติฐานของบทกลับ   เรามี    lim (f(xn))  =  ∞   
    ดังนั้น   จะมีจํานวนธรรมชาติ  K   ท่ีทําใหสําหรับทุกจํานวนธรรมชาติ   n 
    ถา    n ≥ K    แลว   f(xn) > 0α    เกิดขอขัดแยง 
    ดังนั้น   ∞≠

∞→
flim

x
 จึงเปนไปไมได 

    เพราะฉะนั้น    ∞=
∞→

flim
x

 
                    #    
หมายเหตุ  6.3.3  จากทฤษฎีบท  6.3.6    สําหรับ  ∞−=

∞→
flim

x
 จะไดในทํานองเดียวกัน 

 นั่นคือ   ∞−=
∞→

flim
x

 ก็ตอเม่ือ  แตละลําดับ (xn)  ใน   (a, ∞)  โดยท่ี  lim (xn)  =  ∞    

 แลว   lim (f(xn))  =  - ∞   
ทฤษฎีบท  6.3.7      ให   A ⊆ ,  f  :  A →   และ  (- ∞, a) ⊆ A   บาง  a ∈    
 ดังนั้น   ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 
     (1)     ∞=

∞−→
flim

x
 

 (2)      สําหรับแตละลําดับ (xn)  ใน   (- ∞, a)  โดยท่ี  lim (xn) =  - ∞  แลว  lim (f(xn))  =  ∞   
พิสูจน   พิสูจนในทํานองเดียวกันกับทฤษฎีบท 6.3.6 
                    # 
หมายเหตุ  6.3.4  จากทฤษฎีบท  6.3.7   สําหรับ  ∞−=

∞−→
flim

x
 จะไดในทํานองเดียวกัน 

 นั่นคือ   ∞−=
∞−→

flim
x

 ก็ตอเม่ือ  แตละลําดับ (xn)  ใน   (- ∞, a)  โดยท่ี  lim (xn)  =  - ∞    

 แลว   lim (f(xn))  =  - ∞   
ทฤษฎีบท  6.3.8      สําหรับ   A ⊆    ให  f, g  :  A →   และ  (a, ∞) ⊆ A   บาง  a ∈    
 สมมุติวา    f(x)  ≤  g(x)    ทุก  x  ใน  (a, ∞)  
 (1)  ถา    ∞=

∞→
flim

x
   แลว    ∞=

∞→
glim

x
 

 (2)  ถา    ∞−=
∞→

glim
x

  แลว    ∞−=
∞→

flim
x

 
พิสูจน  (1) ให   ∞=

∞→
flim

x
 และ  α  > 0 

    ดังนั้น   จะมี   K( α ) > 0    ท่ีทําใหสําหรับทุก   x ∈ A 



                                                                                                 6.3   ภาคขยายบางอยางของแนวคิดลิมิต 309 

    ถา    x  >  K( α )    แลว    f(x) > α  
    แตเนื่องจาก   f(x)  ≤  g(x)    ทุก  x   ใน   (a, ∞) 
    ดังนั้น   จะมี   a1  >  K    และ   a1 > a    ซึ่งทําให    x > a1 > K   แลว   f(x) > α    
    จะไดวา   ถา   x > a1 > K    แลว    g(x) > α   
    เพราะฉะนั้น     ∞=

∞→
glim

x
 

  (2) พิสูจนทํานองเดียวกันกับขอ (1) 
                    # 
ทฤษฎีบท  6.3.9      สําหรับ   A ⊆    ให  f, g  :  A →   และ  (- ∞, a) ⊆ A   บาง  a ∈    
 สมมุติวา    f(x)  ≤  g(x)    ทุก  x  ใน  (- ∞, a)  
 (1)  ถา    ∞=

∞−→
flim

x
   แลว    ∞=

∞−→
glim

x
 

 (2)  ถา    ∞−=
∞−→

glim
x

  แลว    ∞−=
∞−→

flim
x

 
พิสูจน   พิสูจนในทํานองเดียวกันกับทฤษฎีบท 6.3.8 
                    #
 ทฤษฎีบทตอไปคลายกับทฤษฎีบท 4.6.3       
ทฤษฎีบท   6.3.10     สําหรับ  A ⊆    ให   f, g  :  A →   และ  (a, ∞) ⊆ A   บาง  a ∈        
 สมมุติวา   g(x) > 0   ทุก  x > a   และบาง  L∈ ,  L ≠ 0 
   L)x(g

)x(flim
x

=
∞→

  
 (1)     สําหรับ   L  >   0    ดังนั้น   ∞=

∞→
flim

x
  ก็ตอเม่ือ   ∞=

∞→
glim

x
 

 (2)     สําหรับ   L  <   0    ดังนั้น   ∞−=
∞→

flim
x

  ก็ตอเม่ือ   ∞=
∞→

glim
x

 

พิสูจน  (1) จากสมมุติฐาน   L)x(g
)x(flim

x
=

∞→
     

    โดยบทนิยาม 6.3.4   จะไดวา  แตละ ε  > 0   จะมี   K > 0   ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A  

    ถา    x > K    แลว   ε<− L
)x(g
)x(f     และเนื่องจาก   L > 0    เลือก  ε   =   

2
L   >  0     

    จะไดวา    0  < L
2
3

)x(g
)x(fL

2
1

<<    สําหรับ   x > K      

    ดังนั้น    จะมี   a1 > K   และ   a1 > a    ท่ีทําให   L
2
3

)x(g
)x(fL

2
1

<<    ทุก  x > a1 

    จะไดวา     )x(g)L
2
3()x(f)x(g)L

2
1( <<     ทุก  x > a1 

    เนื่องจาก    ∞=
∞→

flim
x

,  L > 0    และ  g(x) > 0 
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    โดยประยุกตทฤษฎีบท 6.3.8(1)    จะไดวา    ∞=
∞→

glim
x

 
(2) พิสูจนในทํานองเดียวกันกับขอ (1)                                  
                  # 

ทฤษฎีบท   6.3.11     สําหรับ  A ⊆    ให   f, g  :  A →   และ  (- ∞, a) ⊆ A   บาง  a ∈        
 สมมุติวา   g(x) > 0   ทุก  x < a   และบาง  L∈ ,  L ≠ 0 
  L)x(g

)x(flim
x

=
∞−→

  
 (1)     สําหรับ   L  >   0    ดังนั้น   ∞=

∞−→
flim

x
  ก็ตอเม่ือ   ∞=

∞−→
glim

x
 

 (2)     สําหรับ   L  <   0    ดังนั้น   ∞−=
∞−→

flim
x

  ก็ตอเมื่อ   ∞=
∞−→

glim
x

 
พิสูจน   พิสูจนในทํานองเดียวกันกับทฤษฎีบท 6.3.10 
                    # 
ตัวอยาง  6.3.5  
1.     จงแสดงวา   ∞=

∞→

n

x
xlim   สําหรับ   n ∈  

วิธีทํา   ให   g(x)   =   xn   สําหรับ   x ∈ (0, ∞)   กําหนด   α  > 0 
 ให   K   =   sup{1, α }    ดังนั้น   ทุก   x > K   จะมี   g(x)  =   xn  ≥  x  > α  
 เนื่องจาก   α  > 0  เปน  α    ใด  ๆ   จะไดวา    ∞=

∞→
glim

x
     

2.        จงแสดงวา   ∞=
∞−→

n

x
xlim สําหรับ  n ∈    ซึ่ง  n   เปนเลขคู  และ  ∞−=

∞−→

n

x
xlim  

 สําหรับ  n ∈    ซึ่ง   n   เปนเลขคี ่
วิธีทํา   กรณี  n   เปนเลขคี ่  ;    n  =   2k + 1   ซึ่ง   k  =  0, 1, … 
   ให   β  < 0 , K  =   inf{β , -1}   สําหรับ   x < K 

 ดังนั้น   เนื่องจาก   (x2)k  ≥ 1    จะมี   xn  =  (x2)kx  ≤ x < β  
 เนื่องจาก   β  < 0    เปน  β    ใด ๆ   จะไดวา   ∞−=

∞−→

n

x
xlim   

 สําหรับกรณี  n   เปนเลขคู    ใหแสดงเปนแบบฝกหัด         
3.      ให   p  :   →    เปนฟงกชันพหุนาม 
 p(x)   =   anxn +  an-1xn-1 +  … +   a1x  +  a0 
           จงหาคา    plim

x ∞→
 เม่ือ  an  >  0  และ  an <  0   ตามลําดับ 

วิธีทํา   ให    p(x)   =   anxn +  an-1xn-1 +  … +   a1x  +  a0    และ    g(x)  =   xn   
   เนื่องจาก   )

x
1(a)

x
1(a...)

x
1(aa

)x(g
)x(p

n01n11nn ++++= −−  
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   จะไดวา    nx
a

)x(g
)x(plim =

∞→
   และ เนื่องจาก   ∞=

∞→
glim

x
 

   โดยทฤษฎีบท 6.3.10(1)   จะไดวา    ∞=
∞→

plim
x

สําหรับ   an > 0 
   และโดยทฤษฎีบท 6.3.10(2)   จะไดวา    ∞−=

∞→
plim

x
สําหรับ   an < 0   

                    # 
สรุปแนวคิดภาคขยายบางอยางของแนวคิดลิมิต 

1. สําหรับ   A ⊆    และให   f  :  A →  
 1.1     ถา    c ∈   เปนจุดลิมิตของเซต   A ∩ (c, ∞)  =  {x ∈ A  |  x > c} 
           จะกลาววา   L∈    เปนลิมิตทางขวาของ  f   ท่ี   c   ก็ตอเมื่อ  แตละ ε  > 0     
                     จะมี  δ  = )(εδ  > 0   ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A  ถา  0 < x – c < δ   แลว   
    ε<− L)x(f         
    เขียนแทนดวย   Lflim

cx
=

+→
   หรือ   L)x(flim

cx
=

+→
 

 1.2      ถา    c ∈   เปนจุดลิมิตของเซต   A ∩ ( -∞, c)   =   {x ∈ A  |  x < c} 
            จะกลาววา   L∈    เปนลิมิตทางซายของ  f   ท่ี  c    ก็ตอเม่ือ   แตละ ε  >  0      
                      จะมี  δ  = )(εδ  > 0  ท่ีทําใหสําหรับทุก   x ∈ A   ถา  0 < c – x  < δ  แลว  
    ε<− L)x(f           
    เขียนแทนดวย   Lflim

cx
=

−→
   หรือ   L)x(flim

cx
=

−→
 

2. ให   A ⊆ ,  f  :  A →  และ  c ∈   เปนจุดลิมิตของเซต   A ∩ (c, ∞)    
 ดังนั้น  ขอความตอไปนีส้มมูลกัน 
 (1)      Lflim

cx
=

+→
 

 (2)      สําหรับแตละลําดับ  (xn)   ลูเขาสู   c   โดยที่   xn ∈ A   ที่ทําใหสําหรับทุกจํานวน 
    ธรรมชาติ  n   ถา   xn > c   แลว   ลําดับ  (f (xn))   ลูเขาสู   L 
3. ให   A ⊆ ,  f  :  A →   และ  c ∈   เปนจุดลิมิตของท้ังเซต    
     A ∩ (c, ∞)  และ   A ∩ (-∞, c)    
 ดังนั้น    Lflim

cx
=

→
   ก็ตอเม่ือ    Lflim

cx
=

+→
   =    flim

cx −→
 

4. สําหรับ   A ⊆   ให   f   :  A →   และ c ∈  เปนจุดลิมิตของ  A     
 4.1  f   เขาสู  ∞   เม่ือ   x  → c   ก็ตอเม่ือ  แตละ α  > 0   จะมี   )(αδ=δ  > 0   

  ท่ีทําใหสําหรับทุก   x ∈ A   ถา   0 < cx −  < δ    แลว    f(x) > α      
         เขียนแทนดวย    ∞=

→
flim

cx
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 4.2  f   เขาสู  - ∞   เมื่อ   x → c   ก็ตอเม่ือ  แตละ  β  < 0  จะมี  )(βδ=δ  > 0     
  ท่ีทําใหสําหรับทุก   x ∈ A   ถา   0 < cx −  < δ    แลว    f(x)  < β     
        เขียนแทนดวย    ∞−=

→
flim

cx
 

5. สําหรับ   A ⊆   ให  f , g  :  A →    และ   c ∈   เปนจุดลิมิตของ  A 
 สมมุติวา   f(x)  ≤  g(x)   ทุก   x ∈ A ,  x  ≠  c 
 5.1     ถา    ∞=

→
flim

cx
   แลว    ∞=

→
glim

cx
 

 5.2     ถา    ∞−=
→

glim
cx

   แลว    ∞−=
→

flim
cx

 

6.    สําหรับ   A ⊆   และ  f  :  A →        
 6.1   ถา   c ∈    เปนจุดลิมิตของ   A ∩ (c, ∞)  =  {x ∈ A  |  x > c} 
    จะกลาววา   f   เขาสู  ∞   เม่ือ   x → c+   ก็ตอเม่ือ  แตละ α  > 0   จะมี    
    0)( >αδ=δ    ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   0 < x – c < δ   แลว  f (x)  > α  

  เขียนแทนดวย   ∞=
→ +cx

flim      

    จะกลาววา   f   เขาสู  - ∞   เมื่อ   x → c+   ก็ตอเม่ือ  แตละ β  < 0   จะมี    
    0)( >βδ=δ    ที่ทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   0 < x – c < δ   แลว  f (x)  < β  

  เขียนแทนดวย   ∞−=
→ +cx

flim      

 6.2  ถา   c ∈    เปนจุดลิมิตของ   A ∩ (- ∞, c)   =  {x ∈ A  |  x < c} 
    จะกลาววา   f   เขาสู  ∞   เม่ือ   x → c-   ก็ตอเม่ือ  แตละ α  > 0  จะมี    
    0)( >αδ=δ    ที่ทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   0 <  c – x  < δ     แลว  f (x) > α  
    เขียนแทนดวย   ∞=

→ −cx
flim    

    จะกลาววา   f   เขาสู  - ∞   เมื่อ   x → c-   ก็ตอเมื่อ  แตละ β  < 0   จะมี    
    0)( >βδ=δ    ที่ทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   0 < c – x < δ   แลว  f (x)  < β  
    เขียนแทนดวย   ∞−=

→ −cx
flim     

7.     สําหรับ  A ⊆ ,  L ∈   ให  f  : A →   
 7.1  สําหรับ   (a, ∞)  ⊆ A   บาง  a ∈   
    L   เปนลิมิตของ   f   เมื่อ  x → ∞    ก็ตอเม่ือ  แตละ  ε  > 0   จะมี   K  =  K( ε )  >  0    
    ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   x > K   แลว   ε<− L)x(f     

  เขียนแทนดวย   Lflim
x

=
∞→

หรือ  L)x(flim
x

=
∞→
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 7.2  สําหรับ   (-∞, a)  ⊆ A   บาง  a ∈   
    L   เปนลิมิตของ   f   เมื่อ  x → - ∞    ก็ตอเม่ือ  แตละ ε  > 0   จะมี  K  =  K( ε )  <  0    
    ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา  x <  K   แลว   ε<− L)x(f     

  เขียนแทนดวย   Lflim
x

=
∞−→

หรือ  L)x(flim
x

=
∞−→

    

8. ให   A ⊆ ,  f  :  A →    และ  (a, ∞) ⊆ A   บาง  a ∈    
 ดังนั้น   ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 
 (1)     Lflim

x
=

∞→
 

 (2)      สําหรับแตละลําดับ  (xn)  ใน   (a, ∞)  โดยที่  lim (xn)  =  ∞    
      แลว  ลําดับ  (f(xn))   ลูเขาสู  L 

9.     ให   A ⊆ ,  f  :  A →    และ  (- ∞, a)  ⊆ A   บาง  a ∈    
 ดังนั้น  ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 
 (1)     Lflim

x
=

∞−→
 

 (2)      สําหรับแตละลําดับ  (xn)  ใน   (- ∞, a)   โดยท่ี   lim (xn)  =  - ∞     
        แลว  ลําดับ  (f(xn))   ลูเขาสู  L 

 10.     สําหรับ  A ⊆   ให  f  :  A →   และ  (a, ∞) ⊆  A   บาง   a ∈    
 10.1 f   เขาสู  ∞   เม่ือ  x→ ∞  ก็ตอเม่ือ  แตละ α  > 0   จะมี   K  =  K 0)( >α     
    ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   x  >  K   แลว  f(x)  > α      จะเขียน   ∞=

∞→
flim

x
  

 10.2 f   เขาสู  - ∞     เมื่อ  x→ ∞    ก็ตอเม่ือ  แตละ β  < 0  จะมี   K  =  K 0)( >β     
    ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   x  >  K   แลว  f(x) < β      จะเขียน  ∞−=

∞→
flim

x
 

11.     สําหรับ  A ⊆   ให  f  :  A →   และ  (-∞, a) ⊆  A   บาง   a ∈    
 11.1 f   เขาสู  ∞   เม่ือ  x→ -∞  ก็ตอเม่ือ  แตละ α  > 0   จะมี   K  =  K 0)( <α     
    ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   x  <  K   แลว  f(x)  > α     จะเขียน   ∞=

∞−→
flim

x
  

 11.2 f   เขาสู  - ∞     เมื่อ  x→ -∞    ก็ตอเม่ือ  แตละ β  < 0  จะมี   K  =  K 0)( <β     
    ท่ีทําใหสําหรับทุก  x ∈ A   ถา   x  <  K   แลว  f(x) < β     จะเขียน ∞−=

∞−→
flim

x
 

12. ให   A ⊆ ,  f  :  A →   และ  (a, ∞)  ⊆ A   บาง  a ∈    
 ดังนั้น   ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 
     (1)     ∞=

∞→
flim

x
 

 (2)      สําหรับแตละ  (xn)  ใน   (a, ∞)  โดยท่ี   lim (xn)  =  ∞   แลว  lim (f(xn))  =  ∞   
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13. ให   A ⊆ ,  f  :  A →   และ  (a, ∞)  ⊆ A   บาง  a ∈    
 ดังนั้น   ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 
     (1)     ∞−=

∞→
flim

x
 

 (2)     สําหรับแตละ  (xn)  ใน   (a, ∞)  โดยท่ี   lim (xn)  =  ∞    แลว  lim (f(xn))  =  - ∞   
14.      ให   A ⊆ ,  f  :  A →   และ  (- ∞, a) ⊆ A   บาง  a ∈    
 ดังนั้น   ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 
     (1)     ∞=

∞−→
flim

x
 

 (2)      สําหรับแตละลําดับ (xn)  ใน   (- ∞, a)  โดยท่ี  lim (xn) =  - ∞  แลว  lim (f(xn))  =  ∞   
15.      สําหรับ   A ⊆    ให  f, g  :  A →   และ  (a, ∞) ⊆ A   บาง  a ∈    
 สมมุติวา    f(x)  ≤  g(x)    ทุก  x  ใน  (a, ∞)  
 15.1 ถา    ∞=

∞→
flim

x
   แลว    ∞=

∞→
glim

x
 

 15.2 ถา    ∞−=
∞→

glim
x

  แลว    ∞−=
∞→

flim
x

 

16.      สําหรับ   A ⊆    ให  f, g  :  A →   และ  (- ∞, a) ⊆ A   บาง  a ∈    
 สมมุติวา    f(x)  ≤  g(x)    ทุก  x  ใน  (- ∞, a)  
 16.1 ถา    ∞=

∞−→
flim

x
   แลว    ∞=

∞−→
glim

x
 

 16.2 ถา    ∞−=
∞−→

glim
x

  แลว    ∞−=
∞−→

flim
x

 

17. สําหรับ   A ⊆    ให   f, g  :  A →   และ  (a, ∞) ⊆ A   บาง  a ∈        
 สมมุติวา   g(x) > 0   ทุก  x > a   และบาง  L∈ ,  L  ≠  0     
     L)x(g

)x(flim
x

=
∞→

  
 17.1     สําหรับ   L >  0    ดังนั้น   ∞=

∞→
flim

x
  ก็ตอเม่ือ   ∞=

∞→
glim

x
 

 17.2     สําหรับ   L <  0    ดังนั้น   ∞−=
∞→

flim
x

  ก็ตอเมื่อ   ∞=
∞→

glim
x

 
18. สําหรับ   A ⊆    ให   f, g  :  A →   และ  (- ∞, a) ⊆ A   บาง  a ∈        
 สมมุติวา   g(x) > 0   ทุก  x < a   และบาง  L∈ ,  L  ≠  0    
    L)x(g

)x(flim
x

=
∞−→

  
 18.1     สําหรับ   L >  0    ดังนั้น   ∞=

∞−→
flim

x
  ก็ตอเมื่อ   ∞=

∞−→
glim

x
 

 18.2     สําหรับ   L <  0    ดังนั้น   ∞−=
∞−→

flim
x

  ก็ตอเม่ือ   ∞=
∞−→

glim
x
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แบบฝกหัด  6.3 
 

1.     ให   f(x)   =    2
1

x −    สําหรับ   x   ≠  0      จงแสดงวา   ∞+==
−→+→

)x(flim)x(flim
0x0x

 

2.      ให   c ∈   และ  f    นิยามสําหรับ  x ∈ (c, ∞)   และ  f (x)  > 0   ทุก   x ∈ (c, ∞)    
         จงแสดงวา    ∞=

→
flim

cx
ก็ตอเม่ือ    0

f
1lim

cx
=

→
 

3.      ใหหาคาลิมิต  หรือแสดงวาลิมิตไมมีคา 
 3.1      

1x
xlim

1x −+→
      (x  ≠  1)             

 3.2  
1x

xlim
1x −→

        (x  ≠ 1) 

 3.3      
x
2xlim

0x

+
+→

      (x  > 0)    

 3.4  
x
2xlim

x

+
∞→

      (x > 0) 

 3.5      
x

1x
lim

0x

+
→

    (x  > -1)     

 3.6  
x

1x
lim
x

+
∞→

    (x > 0) 

 3.7      
3x
5xlim

x +
−

∞→
   (x > 0)    

 3.8  
xx
xxlim

x +

−
∞→

        (x > 0) 

4.      สมมุติ   f   และ  g   มีลิมิตใน      เม่ือ  x → ∞   และ   f(x) ≤  g(x)   ทุก   x  ∈ (a,∞)     
          จงพิสูจนวา    glimflim

xx ∞→∞→
≤   

5.      ให   f   :  (0, ∞) →     จงพิสูจนวา    L)x(flim
x

=
∞→

ก็ตอเมื่อ   L)
x
1(flim

0x
=

+→
 

6.       จงแสดงวา   สําหรับ   f  :  (a, ∞) →    โดยที่  L)x(fxlim
x

=
∞→

เม่ือ   L∈   
 ดังนั้น   0)x(flim

x
=

∞→
 

7.       สมมุติ   L)x(flim
cx

=
→

เม่ือ   L > 0   และ   ∞=
→

)x(glim
cx

 
          จงแสดงวา (1)    ∞=

→
)x(g)x(flim

cx
(2)    ถา  L = 0    ใหยกตัวอยางวาขอสรุปไมจริง 

8.       ให  p   เปนฟงกชันพหุนามในตัวอยาง 6.3.5(3)   จงแสดงวา 
 8.1    ∞=

∞−→
plim

x
ถา   n   เปนเลขคู  และ  an  >  0 

          8.2    ∞−=
∞−→

plim
x

ถา   n   เปนเลขคี ่และ  an  >  0 
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